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Основные научные школы машинного обучения

1 символизм � ïîèñê ëîãè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé

Decision Tree, Rule Induction

2 коннекционизм � îáó÷àåìûå íåéðîííûå ñåòè

BackPropagation, Deep Belief Nets, Deep Learning
CNN, ResNet, LSTM, GRU, Attention, Transformer

3 эволюционизм � ñàìîðàçâèòèå ñëîæíûõ ìîäåëåé

Genetic Algorithms, Genetic Programming, Symbolic Regression

4 байесионизм è âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû

MLE, EM, GLM, LR, OBC, Naive Bayes, QD, LDF
Bayesian Networks, Bayesian Learning, Graphical Models

5 аналогизм � ¾áëèçêèì îáúåêòàì áëèçêèå îòâåòû¿

kNN, RBF, SVM, KDE, Kernel Smoothing

⊕ композиционизм � êîîïåðàöèÿ ìîäåëåé

Weighted Voting, Boosting, Bagging, Stacking,
Random Forest, Яндекс.CatBoost

Педро Домингос. Верховный алгоритм. 2016. 336 с.

Pedro Domingos. The master algorithm. 2015. 329 p.
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Принцип максимума правдоподобия
Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Оценивание плотности распределения
Разделение смеси плотностей
Восстановление регрессии

Задача оценивания плотности — обучение без учителя

Дано: ïðîñòàÿ (i.i.d.) âûáîðêà X ℓ = {x1, . . . , xℓ} ∼ p(x)

Найти ïàðàìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ:

p(x) = 𝜙(x ;w),

ãäå w � âåêòîð ïàðàìåòðîâ, 𝜙 � ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ

Критерий � ìàêñèìóì (ëîãàðèôìà) ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè,

MLE-îöåíèâàíèå ïàðàìåòðà w (Maximum Likelihood Estimate):

Q(w ;X ℓ) = ln
ℓ∏︁

i=1

𝜙(xi ;w) =
ℓ∑︁

i=1

ln𝜙(xi ;w) → max
w

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå: íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà

𝜕

𝜕w
Q(w ;X ℓ) =

ℓ∑︁
i=1

𝜕

𝜕w
ln𝜙(xi ;w) = 0,

ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ôóíêöèè 𝜙(x ;w) ïî w
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Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Оценивание плотности распределения
Разделение смеси плотностей
Восстановление регрессии

Частный случай: оценка многомерной гауссовской плотности

Ïóñòü îáúåêòû x îïèñûâàþòñÿ n ïðèçíàêàìè fj(x) ∈ R
è âûáîðêà ïîðîæäåíà n-ìåðíîé ãàóññîâñêîé ïëîòíîñòüþ:

xi ∼ p(x) = 𝒩 (x ;𝜇,Σ) =
exp

(︀
−1

2(x − 𝜇)TΣ−1(x − 𝜇)
)︀√︀

(2𝜋)n detΣ
, x ∈ Rn

𝜇 ∈ Rn � âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, 𝜇 = Ex
Σ ∈ Rn×n � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, Σ = E(x − 𝜇)(x − 𝜇)T

(ñèììåòðè÷íàÿ, íåâûðîæäåííàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ)

Выборочные оценки максимального правдоподобия:

𝜕

𝜕𝜇
lnQ(𝜇,Σ;X ℓ) = 0 ⇒ 𝜇̂ =

1

ℓ

ℓ∑︁
i=1

xi

𝜕

𝜕Σ
lnQ(𝜇,Σ;X ℓ) = 0 ⇒ Σ̂ =

1

ℓ

ℓ∑︁
i=1

(xi − 𝜇̂)(xi − 𝜇̂)T
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Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Оценивание плотности распределения
Разделение смеси плотностей
Восстановление регрессии

Частный случай: оценка дискретного распределения

Дано: âûáîðêà xi ∈ X , |X | < ∞, ïîðîæäàåìàÿ i.i.d.

äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì (px : x ∈ X ),
∑︀

x px = 1, px ⩾ 0

Найти: ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ (px : x ∈ X )

Критерий: ìàêñèìóì (ëîãàðèôìà) ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè

ln
ℓ∏︁

i=1

pxi =
∑︁
x∈X

∑︀ℓ
i=1[xi = x ]⏟  ⏞  

ℓx

ln px =
∑︁
x∈X

ℓx ln px → max
(px )

Выборочная оценка максимального правдоподобия

p̂x = ℓx
ℓ � ÷àñòîòíûå îöåíêè âåðîÿòíîñòåé px = P(xi =x),

îöåíêà ìèíèìóìà êðîññ-ýíòðîïèè, ýìïèðè÷åñêàÿ ãèñòîãðàììà

Доказательство из условий ККТ: 𝜕
𝜕px

(︁∑︀
x∈X

ℓx ln px + 𝜇
(︁
1−

∑︀
x∈X

px
)︁)︁

= 0
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Генеративные модели классификации

Оценивание плотности распределения
Разделение смеси плотностей
Восстановление регрессии

Задача разделения смеси распределений

Дано: âûáîðêà {x1, . . . , xℓ}, ïîðîæäàåìàÿ i.i.d. èç p(x)

Найти: ìîäåëü âåðîÿòíîñòíîé ñìåñè k ðàñïðåäåëåíèé:

p(x) =
k∑︁

j=1

wj𝜙(x , 𝜃j),
k∑︁

j=1

wj = 1, wj ⩾ 0,

îïèñûâàþùóþ äâóõóðîâíåâûé ïðîöåññ ïîðîæäåíèÿ äàííûõ:

1 j ∼ P( j) ≡ wj � äèñêðåòíîå априорное распределение
2 x ∼ p(x | j) ≡ 𝜙(x , 𝜃j) � ïëîòíîñòü j-é êîìïîíåíòû

Критерий ìàêñèìóìà log-ïðàâäîïîäîáèÿ:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Q(w , 𝜃) = ln

ℓ∏︁
i=1

p(xi ) =
ℓ∑︁

i=1

ln
k∑︁

j=1

wj𝜙(xi , 𝜃j) → max
w ,𝜃∑︀k

j=1 wj = 1, wj ⩾ 0
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Оценивание плотности распределения
Разделение смеси плотностей
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EM-алгоритм для разделения смеси распределений

Теорема (необходимые условия экстремума)

Òî÷êà (wj , 𝜃j)
k
j=1 ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà Q(w , 𝜃)

óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè wj , 𝜃j è âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ gij :

Å-øàã: gij =
wj𝜙(xi , 𝜃j)∑︀k
s=1 ws𝜙(xi , 𝜃s)

, i = 1, . . . , ℓ, j = 1, . . . , k;

M-øàã: 𝜃j = argmax
𝜃

ℓ∑︁
i=1

gij ln𝜙(xi , 𝜃), j = 1, . . . , k;

wj =
1

ℓ

ℓ∑︁
i=1

gij , j = 1, . . . , k.

EM-àëãîðèòì � ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû

К.В. Воронцов (k.v.vorontsov@phystech.edu) ВвМО: вероятностные модели 8 / 42
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Разделение смеси плотностей
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Доказательство — через условия Каруша–Куна–Таккера

Ëàãðàíæèàí îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è Q(w , 𝜃) → max:

L (w , 𝜃) =
ℓ∑︁

i=1

ln

(︂ k∑︁
j=1

wj𝜙(xi , 𝜃j)⏟  ⏞  
p(xi )

)︂
− 𝜆

(︂ k∑︁
j=1

wj − 1

)︂

Ïðèðàâíèâàåì íóëþ ïðîèçâîäíûå:

𝜕L

𝜕wj
= 0 ⇒

ℓ∑︁
i=1

wj𝜙(xi , 𝜃j)

p(xi )⏟  ⏞  
gij

= 𝜆wj ; 𝜆 = ℓ; wj =
1

ℓ

ℓ∑︁
i=1

gij

𝜕L

𝜕𝜃j
=

ℓ∑︁
i=1

wj𝜙(xi , 𝜃j)

p(xi )⏟  ⏞  
gij

𝜕
𝜕𝜃j

𝜙(xi , 𝜃j)

𝜙(xi , 𝜃j)
=

𝜕

𝜕𝜃j

ℓ∑︁
i=1

gij ln𝜙(xi , 𝜃j) = 0

■
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Генеративные модели классификации

Оценивание плотности распределения
Разделение смеси плотностей
Восстановление регрессии

Вероятностная интерпретация шагов ЕМ-алгоритма

Е-шаг � ýòî ôîðìóëà Áàéåñà:

gij = P( j |xi ) =
P( j)p(xi | j)

p(xi )
=

wj𝜙(xi , 𝜃j)

p(xi )
=

wj𝜙(xi , 𝜃j)∑︀k
s=1 ws𝜙(xi , 𝜃s)

Íîðìèðîâêà óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé:
k∑︀

j=1

gij = 1

M-шаг � ýòî ìàêñèìèçàöèÿ âçâåøåííîãî log-ïðàâäîïîäîáèÿ,

ñ âåñàìè îáúåêòîâ gij äëÿ j-é êîìïîíåíòû ñìåñè:

𝜃j = argmax
𝜃

ℓ∑︁
i=1

gij ln𝜙(xi , 𝜃),

âåñ êîìïîíåíòû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíèé âåñ å¼ îáúåêòîâ:

wj =
1

ℓ

ℓ∑︁
i=1

gij
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Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Оценивание плотности распределения
Разделение смеси плотностей
Восстановление регрессии

Пример: разделение гауссовской смеси

Äâå ãàóññîâñêèå êîìïîíåíòû k = 2 â ïðîñòðàíñòâå X = R2.

Ðàñïîëîæåíèå êîìïîíåíò â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà èòåðàöèè L:

К.В. Воронцов (k.v.vorontsov@phystech.edu) ВвМО: вероятностные модели 11 / 42
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Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Оценивание плотности распределения
Разделение смеси плотностей
Восстановление регрессии

Вероятностная постановка задачи регрессии

Дано: âûáîðêà (xi , yi )
ℓ
i=1, xi ∈ Rn, yi ∈ R

Найти: ïàðàìåòð w ìîäåëè ðåãðåññèè ñ ãàóññîâñêèì øóìîì:

yi ∼ 𝒩 (𝜇i , 𝜎
2
i ), 𝜇i = a(xi ,w) = Eyi , i = 1, . . . , ℓ.

Ýêâèâàëåíòíàÿ çàïèñü: yi = a(xi ,w) + 𝜀i , 𝜀i ∼ 𝒩 (0, 𝜎2
i ).

Критерий ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ ýêâèâàëåíòåí ÌÍÊ:

p(𝜀1, . . . , 𝜀ℓ|w) =
ℓ∏︁

i=1

1

𝜎i
√
2𝜋

exp

(︂
− 1

2𝜎2
i

𝜀2i

)︂
→ max

w

− ln p(𝜀1, . . . , 𝜀ℓ|w) = const+
1

2

ℓ∑︁
i=1

1

𝜎2
i

(︀
a(xi ,w)− yi

)︀2 → min
w

×òî èñïîëüçîâàòü âìåñòî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, åñëè

yi íå ãàóññîâñêèå, â ÷àñòíîñòè, åñëè yi äèñêðåòíîçíà÷íûå?
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Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Обобщённая линейная модель
Логистическая регрессия
Аппроксимация и регуляризация эмпирического риска

Обобщённая линейная модель (Generalized Linear Model, GLM)

Дано: âûáîðêà (xi , yi )
ℓ
i=1, xi ∈ Rn, yi ∈ R

Найти: ïàðàìåòð w обобщённой линейной модели (GLM):

yi ∼ Exp(𝜃i , 𝜙i ), 𝜃i = g(Eyi ) = a(xi ,w) = ⟨xi ,w⟩,

âìåñòî ïðåäïîëîæåíèÿ î ãàóññîâîñòè yi , òåïåðü ââîäèòñÿ Exp �

экспоненциальное семейство распределений (exponential family)

ñ ïàðàìåòðîì 𝜃i , ïàðàìåòðîì ìàñøòàáà 𝜙i (scale)

è ïàðàìåòðàìè-ôóíêöèÿìè c(𝜃), h(y , 𝜙):

p(yi |xi ) = exp

(︂
yi𝜃i − c(𝜃i )

𝜙i
+ h(yi , 𝜙i )

)︂
Критерий ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ:

Q(w) = ln
ℓ∏︁

i=1

p(yi |xi ) =
ℓ∑︁

i=1

yi ⟨xi ,w⟩ − c
(︀
⟨xi ,w⟩

)︀
𝜙i

→ max
w ,{𝜙i}
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Экспоненциальное семейство распределений

Exp � экспоненциальное семейство распределений

ñ ïàðàìåòðàìè 𝜃i , 𝜙i è ïàðàìåòðàìè-ôóíêöèÿìè c(𝜃), h(y , 𝜙):

p(yi |𝜃i , 𝜙i ) = exp

(︂
yi𝜃i − c(𝜃i )

𝜙i
+ h(yi , 𝜙i )

)︂
Свойства экспоненциальных распределений
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ñ.â. yi ∼ Exp(𝜃i , 𝜙i ):

𝜇i = Eyi = c ′(𝜃i ) ⇒ 𝜃i = [c ′]−1(𝜇i ) = g(Eyi )

Dyi = 𝜙ic
′′(𝜃i )

g(𝜇) = [c ′]−1(𝜇) � ìîíîòîííàÿ функция связи (link function)

Нормальная линейная модель � ÷àñòíûé ñëó÷àé GLM:

yi ∼ 𝒩 (𝜇i , 𝜎
2
i ), 𝜇i = ⟨xi ,w⟩ = Eyi g(𝜇i ) = 𝜇i
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Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Обобщённая линейная модель
Логистическая регрессия
Аппроксимация и регуляризация эмпирического риска

Примеры распределений из экспоненциального семейства

Íîðìàëüíîå (ãàóññîâñêîå) ðàñïðåäåëåíèå, yi ∈ R:

p(yi |𝜇i , 𝜎
2
i ) =

1√
2𝜋𝜎i

exp
(︀
− 1

2𝜎2
i

(yi − 𝜇i )
2
)︀
=

= exp

(︂
yi𝜇i − 1

2𝜇
2
i

𝜎2
i

−
y2i
2𝜎2

i

− 1

2
ln(2𝜋𝜎2

i )

)︂
;

𝜃i = g(𝜇i ) = 𝜇i , c(𝜃i ) =
1
2𝜇

2
i =

1
2𝜃

2
i , 𝜙i = 𝜎2

i .

Ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè, yi ∈ {0, 1}:

p(yi |𝜇i ) = 𝜇yi
i (1− 𝜇i )

1−yi = exp
(︁
yi ln

𝜇i
1−𝜇i

+ ln(1− 𝜇i )
)︁
;

𝜃i = g(𝜇i ) = ln 𝜇i
1−𝜇i

, c(𝜃i ) = − ln(1− 𝜇i ) = ln(1+ e𝜃i ).
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Принцип максимума правдоподобия
Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Обобщённая линейная модель
Логистическая регрессия
Аппроксимация и регуляризация эмпирического риска

Примеры распределений из экспоненциального семейства

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, yi ∈ {0, 1, . . . , ni}:

p(yi |𝜇i , ni ) = C yi
ni

(︀𝜇i
ni

)︀yi (︀1− 𝜇i
ni

)︀ni−yi =

= exp
(︁
yi ln

𝜇i
ni−𝜇i

+ ni ln(ni − 𝜇i ) + lnC yi
ni
− ni ln ni

)︁
;

𝜃i = g(𝜇i ) = ln 𝜇i
ni−𝜇i

, c(𝜃i ) = −ni ln(ni − 𝜇i ) = ni ln
1+e𝜃i
ni

.

Ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå, yi ∈ {0, 1, 2, . . . }:

p(yi |𝜇i ) =
e−𝜇i𝜇yi

i

yi !
= exp

(︂
yi ln(𝜇i )− 𝜇i

1
− ln yi !

)︂
;

𝜃i = g(𝜇i ) = ln(𝜇i ), c(𝜃i ) = 𝜇i = e𝜃i , 𝜙i = 1.
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Принцип максимума правдоподобия
Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Обобщённая линейная модель
Логистическая регрессия
Аппроксимация и регуляризация эмпирического риска

Примеры распределений из экспоненциального семейства

íîðìàëüíîå (ãàóññîâñêîå)

ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

áèíîìèàëüíîå è ìóëüòèíîìèàëüíîå

ãåîìåòðè÷åñêîå

𝜒2-ðàñïðåäåëåíèå

áåòà-ðàñïðåäåëåíèå

ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå

ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå

ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà ñ ôèêñèðîâàííûì ìàòîæèäàíèåì

Контр-примеры íå ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé:

t-ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà, Êîøè, ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå
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Принцип максимума правдоподобия
Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Обобщённая линейная модель
Логистическая регрессия
Аппроксимация и регуляризация эмпирического риска

Двухклассовая логистическая регрессия

Ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè, yi ∈ {0, 1}: p(yi |𝜇i ) = 𝜇yi
i (1− 𝜇i )

1−yi

𝜃i = g(𝜇i ) = ln 𝜇i
1−𝜇i

Eyi = 𝜇i = g−1(𝜃i ) =
1

1+exp(−𝜃i )
≡ 𝜎(𝜃i )

Дано: âûáîðêà (xi , yi )
ℓ
i=1, xi ∈ Rn, yi ∈ {0, 1} ∼ p(yi |𝜇i )

Найти: âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü p(y |x) = E(y |x) = 𝜎
(︀
⟨x ,w⟩

)︀
Критерий: ìàêñèìóì log-ïðàâäîïîäîáèÿ (log-loss)

Q(w) =
ℓ∑︁

i=1

ln p(yi |𝜇i ) =
ℓ∑︁

i=1

yi ln𝜇i + (1− yi ) ln(1− 𝜇i ) → max
w

Óäîáíàÿ ïåðåêîäèðîâêà: yi ∈ {0, 1} → ỹi = 2yi−1 ∈ {−1, 1}

−
ℓ∑︁

i=1

ln p(ỹi |xi ) =
ℓ∑︁

i=1

ln
(︀
1+ exp(−⟨w , xi ⟩ỹi⏟  ⏞  

margin

)
)︀

→ min
w
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Принцип максимума правдоподобия
Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Обобщённая линейная модель
Логистическая регрессия
Аппроксимация и регуляризация эмпирического риска

Логистическая регрессия как частный случай GLM

Âñåãî ëèøü èç äâóõ ïðåäïîëîæåíèé:

yi � áåðíóëëèåâñêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ Eyi = 𝜇i

ïàðàìåòð ñâÿçàí ñ ëèíåéíîé ìîäåëüþ: 𝜃i = g(𝜇i ) = ⟨xi ,w⟩

ñëåäóþò âàæíåéøèå ñâîéñòâà ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè:

ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ïîòåðü ln
(︀
1+ exp(−⟨xi ,w⟩ỹi )

)︀
;

ñèãìîèäíàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçè

P(yi |xi ) = 𝜎(⟨xi ,w⟩ỹi );
ñâÿçü ëèíåéíîé ìîäåëè ñ

отношением шансов (odds ratio):

⟨xi ,w⟩ = ln
𝜇i

1−𝜇i
= ln

P(yi =1|xi )
P(yi =0|xi )

-3,0 -2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

M

L(M)

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

M

𝜎(M)
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Принцип максимума правдоподобия
Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Обобщённая линейная модель
Логистическая регрессия
Аппроксимация и регуляризация эмпирического риска

Многоклассовая логистическая регрессия

Дано: âûáîðêà (xi , yi )
ℓ
i=1, xi ∈ Rn, yi ∈ Y , 2 ⩽ |Y | < ∞

Найти: ëèíåéíóþ ìîäåëü êëàññèôèêàöèè

a(x) = argmax
y∈Y

⟨wy , x⟩, x ,wy ∈ Rn

è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáúåêò x îòíîñèòñÿ ê êëàññó y :

P(y |x ,w) =
exp⟨wy , x⟩∑︀

z∈Y
exp⟨wz , x⟩

= SoftMax
y∈Y

⟨wy , x⟩,

ôóíêöèÿ SoftMax : RY → RY ïåðåâîäèò ïðîèçâîëüíûé âåêòîð

â íîðìèðîâàííûé âåêòîð äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Критерий: ìàêñèìóì log-ïðàâäîïîäîáèÿ (log-loss)

Q(w) =
ℓ∑︁

i=1

logP(yi |xi ,w) → max
w
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Принцип максимума правдоподобия
Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Обобщённая линейная модель
Логистическая регрессия
Аппроксимация и регуляризация эмпирического риска

Калибровка Платта (classifier with probabilistic output)

Дано: âûáîðêà (xi , yi )
ℓ
i=1, xi ∈ Rn, yi ∈ {−1,+1};

ðàíåå ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü êëàññèôèêàöèè a(x) = sign g(x ,w)

Найти: âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü êëàññèôèêàöèè P(y |x)

Ìîäåëü óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè:

𝜋(x ; a, b) = P(y=1|x) = 𝜎
(︀
ag(x ,w) + b

)︀
ãäå 𝜎(z) = 1

1+e−z � ñèãìîèäíàÿ ôóíêöèÿ
-6 -4 -2 0 2 4 6

0

0.5

1.0

z

𝜎(z)

Критерий: ìàêñèìóì log-ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ êàëèáðîâêè

êîýôôèöèåíòîâ a, b ïî контрольной âûáîðêå:∑︁
yi=−1

log
(︀
1− 𝜋(xi ; a, b)

)︀
+

∑︁
yi=+1

log 𝜋(xi ; a, b) → max
a,b
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Принцип максимума правдоподобия
Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Обобщённая линейная модель
Логистическая регрессия
Аппроксимация и регуляризация эмпирического риска

Скоринг — линейная вероятностная модель принятия решений

Пример. Êðåäèòíûé ñêîðèíã:

xi � çà¼ìùèêè

yi = −1 (bad),+1 (good)

Áèíàðèçàöèÿ ïðèçíàêîâ fj(x):

bjk(x) =
[︀
fj(x) èç k-ãî èíòåðâàëà

]︀
Ëèíåéíàÿ ìîäåëü êëàññèôèêàöèè:

a(x ,w) = sign
∑︁
j ,k

wjkbjk(x).

Âåñ ïðèçíàêà wjk ðàâåí åãî âêëàäó

â îáùóþ ñóììó áàëëîâ (score).

признак j интервал k wjk
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Принцип максимума правдоподобия
Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Обобщённая линейная модель
Логистическая регрессия
Аппроксимация и регуляризация эмпирического риска

Оценивание рисков в скоринге

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ íå òîëüêî

îïðåäåëÿåò âåñà w , íî è îöåíèâàåò

апостериорные вероятности êëàññîâ:

P(y |x) = 𝜎
(︀
⟨w , x⟩y

)︀
=

1

1+ e−⟨w ,x⟩y -6 -4 -2 0 2 4 6

0

0.5

1.0

z

𝜎(z)

Îöåíêà риска (ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ) ïîòåðü îáúåêòà x :

R(x) =
∑︁
y∈Y

Dxy P(y |x),

ãäå Dxy � âåëè÷èíà ïîòåðè äëÿ îáúåêòà x ñ èñõîäîì y , ïðè÷¼ì
åñëè y=−1 (bad), òî Dxy > 0; åñëè y=+1 (good), òî Dxy < 0

Îöåíêà R(x) ãîâîðèò î òîì, ñêîëüêî ìû ïîòåðÿåì â ñðåäíåì.

Íî ñêîëüêî ìû ðèñêóåì ïîòåðÿòü â 1% õóäøèõ ñëó÷àåâ?
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Принцип максимума правдоподобия
Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Обобщённая линейная модель
Логистическая регрессия
Аппроксимация и регуляризация эмпирического риска

Методика VaR (Value at Risk)

Ñòîõàñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå: N = 104 ðàç

äëÿ êàæäîãî xi ðàçûãðûâàåòñÿ èñõîä yi ∼ P(y |xi );
âû÷èñëÿåòñÿ ñóììà ïîòåðü ïî ïîðòôåëþ V =

∑︀ℓ
i=1Dxiyi ;

99%-êâàíòèëü ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü

îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ðåçåðâèðóåìîãî êàïèòàëà

Распределение возможных потерь по портфелюРаспределение возможных потерь по портфелю

-2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000

0.0005

0.0010

сумма потерь

плотность вероятности

VaR
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Принцип максимума правдоподобия
Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Обобщённая линейная модель
Логистическая регрессия
Аппроксимация и регуляризация эмпирического риска

Вероятностные дискриминативные модели классификации

Дано: ïðîñòàÿ (i.i.d.) âûáîðêà (xi , yi )
ℓ
i=1, ïîðîæäàåìàÿ

íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ p(x , y) íà â.ï. X × Y , |Y | < ∞
Найти: ìîäåëü ïëîòíîñòè p(x , y ;w) = P(y |x ,w)p(x), ãäå
P(y |x ,w) � ìîäåëü óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè êëàññà ñ ïàðàìåòðîì w
p(x) � íåèçâåñòíîå è íåïàðàìåòðèçóåìîå ðàñïðåäåëåíèå íà X

Критерий: ìàêñèìóì ïðàâäîïîäîáèÿ, ò.å. max ïëîòíîñòè

ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âñåé âûáîðêè äàííûõ:

ℓ∏︁
i=1

p(xi , yi ;w) =
ℓ∏︁

i=1

P(yi |xi ,w)HHHp(xi ) → max
w

Ëîãàðèôì ïðàâäîïîäîáèÿ (log-likelihood, log-loss):

ℓ∑︁
i=1

lnP(yi |xi ,w) → max
w
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Принцип максимума правдоподобия
Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Обобщённая линейная модель
Логистическая регрессия
Аппроксимация и регуляризация эмпирического риска

Связь правдоподобия и аппроксимации эмпирического риска

Максимизация логарифма правдоподобия,

P(y |x ,w) � ìîäåëü условной вероятности класса:

−
ℓ∑︁

i=1

lnP(yi |xi ,w) → min
w

Минимизация аппроксимированного эмпирического риска,

g(x ,w) � ìîäåëü разделяющей поверхности, Y = {±1}:
ℓ∑︁

i=1

L
(︀
yig(xi ,w)

)︀
→ min

w
;

Ýòè äâà ïðèíöèïà ýêâèâàëåíòíû, åñëè ïîëîæèòü

− lnP(yi |xi ,w) = L
(︀
yig(xi ,w)

)︀
.

ìîäåëü P(y |x ,w) ⇄ ìîäåëü g(x ,w) è L (M) .
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Принцип максимума правдоподобия
Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Обобщённая линейная модель
Логистическая регрессия
Аппроксимация и регуляризация эмпирического риска

Вероятностный смысл регуляризации

P(y |x ,w) � âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü äàííûõ;

p(w ; 𝛾) � àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè;

𝛾 � âåêòîð гиперпараметров;

Òåïåðü íå òîëüêî ïîÿâëåíèå âûáîðêè X ℓ,

íî è ïîÿâëåíèå ìîäåëè w òàêæå ïîëàãàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì.

Ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå äàííûõ è ìîäåëè:

p(X ℓ,w) = p(X ℓ|w) p(w ; 𝛾).

Принцип максимума апостериорной вероятности

(Maximum a Posteriori Probability, MAP):

QMAP(w) = ln p(X ℓ,w) =
ℓ∑︁

i=1

lnP(yi |xi ,w)⏟  ⏞  
QMLE(w)

+ ln p(w ; 𝛾)⏟  ⏞  
регуляризатор

→ max
w
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Принцип максимума правдоподобия
Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Обобщённая линейная модель
Логистическая регрессия
Аппроксимация и регуляризация эмпирического риска

Примеры: априорные распределения Гаусса и Лапласа

Ïóñòü âåñà wj íåçàâèñèìû, Ewj = 0, Dwj = C .

Ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà è êâàäðàòè÷íûé (L2) ðåãóëÿðèçàòîð:

p(w ;C ) =
1

(2𝜋C )n/2
exp

(︂
−‖w‖2

2C

)︂
, ‖w‖2 =

n∑︀
j=1

w2
j ,

− ln p(w ;C ) = 1
2C ‖w‖2 +���const

Ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà è àáñîëþòíûé (L1) ðåãóëÿðèçàòîð:

p(w ;C ) =
1

(2C )n
exp

(︂
−‖w‖

C

)︂
, ‖w‖ =

n∑︀
j=1

|wj |,

− ln p(w ;C ) = 1
C ‖w‖+���const

C � ãèïåðïàðàìåòð, 𝜏= 1
C � êîýôôèöèåíò ðåãóëÿðèçàöèè.
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Обзор байесовских классификаторов

Вероятностные генеративные модели классификации

X � îáúåêòû, Y � êëàññû, X × Y � â.ï. ñ ïëîòíîñòüþ p(x , y)

Дано: X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 ∼ p(x , y) � ïðîñòàÿ âûáîðêà (i.i.d.)

Найти: ìîäåëü êëàññèôèêàöèè a : X → Y

Критерий: ìèíèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè

Пусть èçâåñòíà ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü

p(x , y) = p(x)P(y |x) = P(y)p(x |y)
P(y) � априорная вероятность êëàññà y
p(x |y) � функция правдоподобия êëàññà y
P(y |x) � апостериорная вероятность êëàññà y

Ïî ôîðìóëå Áàéåñà: P(y |x) = P(y)p(x |y)
p(x)

Байесовский классификатор:

a(x) = argmax
y∈Y

P(y |x) = argmax
y∈Y

P(y)p(x |y)
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Обзор байесовских классификаторов

Классификация по максимуму функции правдоподобия

Частный случай: a(x) = argmax
y∈Y

p(x |y) ïðè ðàâíûõ P(y)
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Байесовская теория классификации
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Обзор байесовских классификаторов

Два подхода к обучению классификации

1 Дискриминативный (discriminative):

x � íåñëó÷àéíûå âåêòîðû

P(y |x ,w) � ìîäåëü êëàññèôèêàöèè

Примеры: LR, GLM, SVM, RBF

2 Генеративный (generative):

x ∼ p(x |y) � ñëó÷àéíûå âåêòîðû

p(x |y , 𝜃) � ìîäåëü ãåíåðàöèè äàííûõ

Примеры: NB, PW, FLD, RBF

Байесовские модели классификации — генеративные:

ìîäåëèðóþò ôîðìó êëàññîâ íå òîëüêî âäîëü ãðàíèöû, íî

è íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî èçáûòî÷íî äëÿ êëàññèôèêàöèè

òðåáóþò áîëüøå äàííûõ äëÿ îáó÷åíèÿ

áîëåå óñòîé÷èâû ê øóìîâûì âûáðîñàì
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Обзор байесовских классификаторов

Оптимальность байесовского классификатора

Теорема (Optimal Bayesian Classifier, OBC)

Ïóñòü P(y) è p(x |y) èçâåñòíû, 𝜆y ⩾ 0 � потеря от ошибки

íà îáúåêòå êëàññà y ∈ Y . Òîãäà ìèíèìóì ñðåäíåãî ðèñêà

R(a) =
∑︁
y∈Y

𝜆y

∫︁
[a(x) ̸= y ] p(x , y)dx

äîñòèãàåòñÿ оптимальным байесовским классификатором

a(x) = argmax
y∈Y

𝜆yP(y)p(x |y)

Замечание 1: ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýìïèðè÷åñêèõ îöåíîê

P̂(y) è p̂(x |y) áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð óæå íå îïòèìàëåí

Замечание 2: çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ �

áîëåå ñëîæíàÿ, ÷åì çàäà÷à êëàññèôèêàöèè
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Обзор байесовских классификаторов

Наивный байесовский классификатор (Näıve Bayes)

Наивное предположение:
ïðèçíàêè fj : X → Dj � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ñ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ, pj(𝜉|y), y ∈ Y , j = 1, . . . , n

Òîãäà ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ êëàññîâ ïðåäñòàâèìû â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ îäíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé ïî ïðèçíàêàì, x j ≡ fj(x):

p(x |y) = p1(x
1|y) · · · pn(xn|y), x = (x1, . . . , xn), y ∈ Y

Ïðîëîãàðèôìèðîâàâ ïîä argmax, ïîëó÷èì êëàññèôèêàòîð

a(x) = argmax
y∈Y

(︂
ln𝜆y P̂(y) +

n∑︁
j=1

ln p̂j(x
j |y)

)︂
Âîññòàíîâëåíèå n îäíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé

� íàìíîãî áîëåå ïðîñòàÿ çàäà÷à, ÷åì îäíîé n-ìåðíîé
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Обзор байесовских классификаторов

Квадратичный дискриминант (Quadratic Discriminant Analysis)

Гипотеза: êàæäûé êëàññ y ∈ Y èìååò n-ìåðíóþ ãàóññîâñêóþ

ïëîòíîñòü ñ öåíòðîì 𝜇y è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Σy :

p(x |y) = 𝒩 (x ;𝜇y ,Σy ) =
exp

(︀
−1

2(x − 𝜇y )
TΣ−1

y (x − 𝜇y )
)︀√︀

(2𝜋)n detΣy

Теорема

1. Разделяющая поверхность, определяемая уравнением

𝜆yP(y)p(x |y) = 𝜆sP(s)p(x |s), квадратична для всех y , s ∈ Y .

2. Если Σy = Σs , то поверхность вырождается в линейную.

Квадратичный дискриминант � ïîäñòàíîâî÷íûé àëãîðèòì:

a(x) = argmax
y∈Y

(︁
ln𝜆yP(y)− 1

2(x− 𝜇̂y )
TΣ̂−1

y (x− 𝜇̂y )− 1
2 ln det Σ̂y

)︁
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Наивный байесовский классификатор
Обзор байесовских классификаторов

Геометрический смысл квадратичного дискриминанта
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Обзор байесовских классификаторов

Линейный дискриминант Фишера (Fisher Linear Discriminant)

Проблема: äëÿ ìàëî÷èñëåííûõ êëàññîâ âîçìîæíî det Σ̂y = 0.

Пусть êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû êëàññîâ ðàâíû: Σy = Σ, y ∈ Y .

Оценка максимума правдоподобия äëÿ Σ:

Σ̂ =
1

ℓ

ℓ∑︀
i=1

(xi − 𝜇̂yi )(xi − 𝜇̂yi )
T

Линейный дискриминант � ïîäñòàíîâî÷íûé àëãîðèòì:

a(x) = argmax
y∈Y

𝜆y P̂(y)p̂(x |y) =

= argmax
y∈Y

(︀
ln(𝜆y P̂(y))− 1

2 𝜇̂
T
y Σ̂

−1𝜇̂y⏟  ⏞  
𝛽y

+xT Σ̂−1𝜇̂y⏟  ⏞  
wy

)︀
;

a(x) = argmax
y∈Y

(︀
xTwy + 𝛽y

)︀
.

Â ñëó÷àå ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè � îáðàùàòü ìàòðèöó Σ̂ + 𝜏 In.
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Обзор байесовских классификаторов

Геометрическая интерпретация линейного дискриминанта

Â îäíîìåðíîé ïðîåêöèè íà íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ðàçäåëÿþùåé

ãèïåðïëîñêîñòè êëàññû ðàçäåëÿþòñÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì,

òî åñòü ñ ìèíèìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè:

Ось проекции перпендикулярна общей касательной эллипсоидов рассеяния

Fisher R. A. The use of multiple measurements in taxonomic problems. 1936.
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Гауссовская смесь c диагональными матрицами ковариации

Ãàóññîâñêàÿ ñìåñü GMM � Gaussian Mixture Model

Допущения:

1 Ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ êëàññîâ p(x |y) ïðåäñòàâèìû
â âèäå ñìåñåé ky êîìïîíåíò, äëÿ êàæäîãî êëàññà y ∈ Y

2 Êîìïîíåíòû j = 1, . . . , ky èìåþò n-ìåðíûå ãàóññîâñêèå
ïëîòíîñòè ñ íåêîððåëèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè:

𝜇yj = (𝜇yj1, . . . , 𝜇yjn), Σyj = diag(𝜎2
yj1, . . . , 𝜎

2
yjn):

p(x |y) =
ky∑︁
j=1

wyjpyj(x), pyj(x) = 𝒩 (x ;𝜇yj ,Σyj)

ky∑︁
j=1

wyj = 1, wyj ⩾ 0
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EM-алгоритм. Эмпирические оценки средних и дисперсий

×èñëîâûå ïðèçíàêè: fd : X → R, d = 1, . . . , n.

E-шаг: äëÿ âñåõ y ∈ Y , j = 1, . . . , ky , d = 1, . . . , n:

gyij =
wyj𝒩 (xi ;𝜇yj ,Σyj)

p(xi |y)
≡ P( j |xi , yi = y)

M-шаг: äëÿ âñåõ y ∈ Y , j = 1, . . . , ky , d = 1, . . . , n

wyj =
1

ℓy

∑︁
i : yi=y

gyij

𝜇̂yjd =
1

ℓywyj

∑︁
i : yi=y

gyij fd(xi )

𝜎̂2
yjd =

1

ℓywyj

∑︁
i : yi=y

gyij
(︀
fd(xi )− 𝜇̂yjd

)︀2
Замечание: êîìïîíåíòû ¾íàèâíû¿, íî ñìåñü íå ¾íàèâíà¿
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Байесовский классификатор

Ïîäñòàâèì ãàóññîâñêóþ ñìåñü â áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð:

a(x) = argmax
y∈Y

𝜆yPy

ky∑︁
j=1

wyj 𝒩yj exp
(︀
−1

2𝜌
2
yj(x , 𝜇yj)

)︀⏟  ⏞  
pyj (x)⏟  ⏞  

Γy (x)

𝒩yj = (2𝜋)−
n
2 (𝜎yj1 · · ·𝜎yjn)−1 � íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè;

𝜌yj(x , 𝜇yj) � взвешенная евклидова метрика â X = Rn:

𝜌2yj(x , 𝜇yj) =
n∑︁

d=1

1

𝜎2
yjd

(︀
fd(x)− 𝜇yjd

)︀2
.

Интерпретация:
pyj(x) � áëèçîñòü îáúåêòà x ê j-é êîìïîíåíòå êëàññà y ;
Γy (x) � áëèçîñòü îáúåêòà x ê êëàññó y .

К.В. Воронцов (k.v.vorontsov@phystech.edu) ВвМО: вероятностные модели 40 / 42



Принцип максимума правдоподобия
Дискриминативные модели классификации

Генеративные модели классификации

Байесовская теория классификации
Наивный байесовский классификатор
Обзор байесовских классификаторов

Сеть радиальных базисных функций (RBF)

Òð¼õñëîéíàÿ ñåòü RBF (Radial Basis Functions):

a(x) = argmax
y∈Y

𝜆yPy

ky∑︁
j=1

wyjpyj(x)

x · · ·

p11(x)

· · ·
p1k1(x)

pM1(x)

· · ·
pMkM (x)

∑︀
· · ·

∑︀
arg
max a(x)

55

22

,,

))

w11 ,,
w1k1

33

wM1 ++
wMkM

22

𝜆1P1 $$

𝜆MPM

::
//
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Резюме в конце лекции

Îáó÷åíèå âåðîÿòíîñòíûõ ïîðîæäàþùèõ (ãåíåðàòèâíûõ)

ìîäåëåé � методом максимума правдоподобия

� âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè ïî äàííûì (áåç ó÷èòåëÿ)

� îáó÷åíèå ðåãðåññèè (ñ ó÷èòåëåì)

� îáó÷åíèå êëàññèôèêàöèè (ñ ó÷èòåëåì)

Âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë регуляризации � àïðèîðíîå

ðàñïðåäåëåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

Äâà ïîäõîäà ê îáó÷åíèþ êëàññèôèêàöèè:

� дискриминативный: ìîäåëü âåðîÿòíîñòè êëàññîâ P(y |x ,w)
(LSM, LR, GLM, SVM, RBF,...)

� генеративный: ìîäåëü ïëîòíîñòè êëàññîâ p(x |y ,w)
(OBC: NB, PW, FLD, RBF,...)

Байесовское обучение: p(w |X ℓ) =
p(X ℓ|w)p(w)∫︀
p(X ℓ|w)p(w) dw
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