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Основные научные школы машинного обучения

1 символизм � ïîèñê ëîãè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé

Decision Tree, Rule Induction

2 коннекционизм � îáó÷àåìûå íåéðîííûå ñåòè

BackPropagation, Deep Belief Nets, Deep Learning
CNN, ResNet, LSTM, GRU, Attention, Transformer

3 эволюционизм � ñàìîðàçâèòèå ñëîæíûõ ìîäåëåé

Genetic Algorithms, Genetic Programming, Symbolic Regression

4 байесионизм è âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû

MLE, EM, GLM, LR, OBC, Naive Bayes, QD, LDF
Bayesian Networks, Bayesian Learning, Graphical Models

5 аналогизм � ¾áëèçêèì îáúåêòàì áëèçêèå îòâåòû¿

kNN, RBF, SVM, KDE, Kernel Smoothing

⊕ композиционизм � êîîïåðàöèÿ ìîäåëåé

Weighted Voting, Boosting, Bagging, Stacking,
Random Forest, Яндекс.CatBoost

Педро Домингос. Верховный алгоритм. 2016. 336 с.



Индукция правил
Критерии информативности

Решающие деревья

Объяснимый ИИ (XAI, eXplainable Artificial Intelligence)

Interpretability
� ïàññèâíàÿ èíòåðïðåòèðóåìîñòü
âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ ìîäåëè
èëè ïðåäñêàçàíèÿ íà îáúåêòå

Understandability, Transparency
� ïîíÿòíîñòü, ñàìîî÷åâèäíîñòü,
ïðîçðà÷íîñòü ñòðîåíèÿ ìîäåëè

Explainability � àêòèâíàÿ ãåíåðàöèÿ îáúÿñíåíèé
íà îáúåêòå êàê äîïîëíèòåëüíûõ âûõîäíûõ äàííûõ ìîäåëè

Comprehensibility � âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü âûó÷åííûå
çàêîíîìåðíîñòè â âèäå ïîíÿòíîãî ëþäÿì çíàíèÿ

�Do you want an interpretable model, or the one that works?�
[Yann LeCun, NIPS’17]

V.Belle, I.Papantonis. Principles and practice of explainable machine learning. 2020
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Первые программы для поиска логических правил

1958: Программа «Открой закон»
восстанавливала зависимость полным
комбинаторным перебором формул

1959: Программа «Арифметика»
для сокращения перебора использовала
оценки информативности

1961: Программа «КоРа» перебирала
информативные тройки признаков

Михаил Моисеевич
Бонгард
(1924–1971)

¾ÊîÐà-3¿: ïåðâîå ïðèìåíåíèå ðàñïîçíàâàíèÿ íåçðèòåëüíûõ
îáðàçîâ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ãðàíèöû íåôòü-âîäà â ñêâàæèíå.

Ââåäåíû ïðèíöèïû голосования, скользящего контроля,
ïîíÿòèÿ информативности è предрассудка (ïåðåîáó÷åíèÿ).

Бонгард М.М., Вайнцвайг М.Н., Губерман Ш.А. Извекова М.Л., Смирнов М.С.

Использование обучающейся программы для выявления нефтеносных пластов. 1966.
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Тесты Бонгарда [Проблема узнавания, 1967]

Îáó÷àþùàÿ âûáîðêà: ïî 6 îáúåêòîâ êàæäîãî èç äâóõ êëàññîâ.
Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðàâèëî êëàññèôèêàöèè.
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Тесты Бонгарда [Проблема узнавания, 1967]

×òî äà¼ò íàì óâåðåííîñòü, ÷òî ìû íàøëè âåðíîå ïðàâèëî?
Áåçîøèáî÷íàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðèìåðîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè.
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Тесты Бонгарда [Проблема узнавания, 1967]

×òî åù¼ äà¼ò íàì óâåðåííîñòü, ÷òî ìû íàøëè âåðíîå ïðàâèëî?
Ïðîñòîòà, îáùíîñòü, èçÿùåñòâî íàéäåííîãî ïðàâèëà.
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Тесты Бонгарда [Проблема узнавания, 1967]

Ìû ðåøàåì ýòè çàäà÷è ïî÷òè ìãíîâåííî. ×åì ìû ïîëüçóåìñÿ?
Îäíàêî äëÿ êîìïüþòåðà îíè ñëîæíû. ×åãî åìó íå õâàòàåò?
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Тесты Бонгарда [Проблема узнавания, 1967]

Íóæíî ëè çàêëàäûâàòü çíàíèÿ ãåîìåòðèè â ÿâíîì âèäå?
Èëè âîçìîæíî âûðàáîòàòü íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ íà ïðèìåðàõ?
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Тесты Бонгарда [Проблема узнавания, 1967]

Êàê âû÷èñëÿòü ïîëåçíûå ïðèçíàêè ïî ¾ñûðûì¿ äàííûì?
Âîçìîæíî ëè ïîðó÷èòü ïåðåáîð ïðèçíàêîâ è ìîäåëåé ìàøèíå?
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Тесты Бонгарда [Проблема узнавания, 1967]

Êàêîâ ðèñê âûâåñòè èç äàííûõ ëîæíîå ïðàâèëî, предрассудок?
Êàê ýòîò ðèñê çàâèñèò îò ÷èñëà ïðèìåðîâ è ñëîæíîñòè ïðàâèë?
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Тесты Бонгарда [Проблема узнавания, 1967]

Êàêîãî ÷èñëà ïðèìåðîâ äîñòàòî÷íî äëÿ âûðàáîòêè ïðàâèëà?
×òî äåëàòü, åñëè ê âûáîðêå ïîäõîäèò ìíîãî ðàçíûõ ïðàâèë?
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Тесты Бонгарда [Проблема узнавания, 1967]

Ýòè âîïðîñû ñîñòàâëÿþò îñíîâó ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ñåãîäíÿ.
Ì.Ì.Áîíãàðä ïîñòàâèë âñå ýòè ïðîáëåìû â ñåðåäèíå 60-õ!
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Логические закономерности в задачах классификации

X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 ⊂ X × Y � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, yi = y(xi ).

Логическая закономерность (ïðàâèëî, rule) � ýòî ïðåäèêàò
R : X → {0, 1}, óäîâëåòâîðÿþùèé äâóì òðåáîâàíèÿì:

1 интерпретируемость (ïîíÿòíîñòü + ïðîñòîòà):
1) R çàïèñûâàåòñÿ íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå
2) R çàâèñèò îò íåáîëüøîãî ÷èñëà ïðèçíàêîâ (íå áîëåå 7)

2 информативность îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç êëàññîâ y ∈ Y :
py (R,X

ℓ) = #
{︀
xi ∈ X ℓ : R(xi )=1 è yi=y

}︀
→ max;

ny (R,X
ℓ) = #

{︀
xi ∈ X ℓ : R(xi )=1 è yi ̸=y

}︀
→ min;

py
Py

≫ ny
Ny

py⏟  ⏞  
Py

ny⏟  ⏞  
Ny = ℓ−Py

Åñëè R(x) = 1, òî ãîâîðÿò ¾R âûäåëÿåò x¿ (R covers x).
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Требование интерпретируемости

1) Ry (x) çàïèñûâàåòñÿ íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå
2) Ry (x) çàâèñèò îò íåáîëüøîãî ÷èñëà ïðèçíàêîâ (íå áîëåå 7)

Пример (из области медицины)

Если ¾âîçðàñò > 60¿ и ¾ïàöèåíò ðàíåå ïåðåí¼ñ èíôàðêò¿,
то îïåðàöèþ íå äåëàòü, ðèñê îòðèöàòåëüíîãî èñõîäà 60%

Пример (из области кредитного скоринга)

Если ¾â àíêåòå óêàçàí äîìàøíèé òåëåôîí¿
и ¾çàðïëàòà > $2000¿ и ¾ñóììà êðåäèòà < $5000¿

то êðåäèò ìîæíî âûäàòü, ðèñê äåôîëòà 5%

Замечание. Риск � ÷àñòîòíàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè êëàññà,
âû÷èñëÿåìàÿ, êàê ïðàâèëî, ïî îòëîæåííîé êîíòðîëüíîé âûáîðêå
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Обучение логических классификаторов

Àëãîðèòìîâ индукции правил (rule induction) î÷åíü ìíîãî!

Основные шаги их построения — надо выбрать:
1 ñåìåéñòâî ïðàâèë, â êîòîðîì áóäåì èñêàòü çàêîíîìåðíîñòè
2 ñïîñîá ïîðîæäåíèÿ ïðàâèë (rule generation)
3 êðèòåðèé îòáîðà èíôîðìàòèâíûõ ïðàâèë (rule selection)
4 ìîäåëü êëàññèôèêàöèè ñ ïðàâèëàìè â ðîëè ïðèçíàêîâ,

íàïðèìåð, ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð (weighted voting):

a(x) = argmax
y∈Y

ny∑︁
j=1

wyjRyj(x)

Äâå òðàêòîâêè ïîíÿòèÿ ¾логическая закономерность¿ Ry (x):

îáó÷àåìûé èíôîðìàòèâíûé èíòåðïðåòèðóåìûé ïðèçíàê

êëàññèôèêàòîð îäíîãî êëàññà y ñ îòêàçàìè
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Часто используемые семейства правил

Ïîðîãîâîå óñëîâèå (ðåøàþùèé ïåíü, decision stump):

R(x) =
[︀
fj(x) ⩽ aj

]︀
èëè

[︀
aj ⩽ fj(x) ⩽ bj

]︀
.

Конъюнкция ïîðîãîâûõ óñëîâèé:

R(x) =
⋀︁
j∈J

[︀
aj ⩽ fj(x) ⩽ bj

]︀
.

Синдром � âûïîëíåíèå íå ìåíåå d óñëîâèé èç |J|,
(ïðè d = |J| ýòî êîíúþíêöèÿ, ïðè d = 1 � äèçúþíêöèÿ):

R(x) =

[︂∑︁
j∈J

[︀
aj ⩽ fj(x) ⩽ bj

]︀
⩾ d

]︂
,

Ïàðàìåòðû J, aj , bj , d íàñòðàèâàþòñÿ ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå
ïóò¼ì îïòèìèçàöèè çàäàííîãî критерия информативности.
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Часто используемые семейства правил

Полуплоскость � ëèíåéíàÿ ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ:

R(x) =
[︁ ∑︀
j∈J

wj fj(x) ⩾ w0

]︁
Шар � ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ áëèçîñòè:

R(x) =
[︀
𝜌(x , x0) ⩽ w0

]︀
АВО — алгоритмы вычисления оценок [Ю.И.Журавлёв, 1971]:

𝜌(x , x0) = max
j∈J

wj

⃒⃒
fj(x)− fj(x0)

⃒⃒
SCM — машины покрывающих множеств [M.Marchand, 2001]:

𝜌(x , x0) =
∑︀
j∈J

wj

⃒⃒
fj(x)− fj(x0)

⃒⃒𝛾
Ïàðàìåòðû J,wj ,w0, x0 íàñòðàèâàþòñÿ ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå
ïóò¼ì îïòèìèçàöèè çàäàííîãî критерия информативности.
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Обоснование перебора троек признаков («КоРа-3» и др.)

Îöåíèì âåðîÿòíîñòè âûáðàòü êîíúþíêöèþ-ïðåäðàññóäîê.
xi ∈ {0, 1}n � îáúåêòû îïèñûâàþòñÿ n áèíàðíûìè ïðèçíàêàìè;
P(x) = 2−n � ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà {0, 1}n;
Kr (x) � êîíúþíêöèÿ ðàíãà r , èç r ïðèçíàêîâ èëè èõ îòðèöàíèé;
|K r

n | = C r
n2

r � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ òàêèõ êîíúþíêöèé.

P{Kr (x)=0} = 1− 2−r � âåðîÿòíîñòü, ÷òî Kr ñëó÷àéíî ëîæíà;

P{Kr (X
ℓ)=0} =

∏︀
i P{Kr (xi )=0} =

(︀
1− 2−r

)︀
ℓ � âåðîÿòíîñòü,

÷òî K ñëó÷àéíî ëîæíà íà âñåõ îáúåêòàõ èç X ℓ = (x1, . . . , xℓ).

Âåðõíÿÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîèñêà Kr ∈ K r
n

íàéäåííàÿ Kr îêàæåòñÿ ñëó÷àéíî ëîæíîé íà âûáîðêå X ℓ:

P
{︀
∃Kr : Kr (X

ℓ)=0
}︀
= P

(︀⋃︀
Kr

{︀
Kr (X

ℓ)=0
}︀)︀

⩽ неравенство Буля
(union bound)

⩽
∑︀

Kr
P
{︀
Kr (X

ℓ)=0
}︀
= C r

n2
r
(︀
1− 2−r

)︀
ℓ.

Закревский Аркадий Дмитриевич. Логика распознавания. Минск, 1988.
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Научная школа М. М. Бонгарда
Понятие закономерности
Алгоритмы поиска закономерностей

Оценка вероятности выбрать конъюнкцию-предрассудок

Âåðõíÿÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè P(r) íàéòè ñëó÷àéíî ëîæíóþ
êîíúþíêöèþ çàäàííîãî ðàíãà r , ïðè ℓ = 200, n = 100:

r P r P

1 1.24 · 10−58 4 1.56 · 102
2 2.04 · 10−21 5 4.21 · 106
3 3.26 · 10−6 6 3.27 · 109

Çàâèñèìîñòü ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ r , ïîñëå êîòîðîãî
ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè P(r):

n ℓ = 20 50 100 200 500 1000

10 1 2 3 4 5 6
30 1 2 2 3 4 5

100 1 1 2 3 4 5

Закревский Аркадий Дмитриевич. Логика распознавания. Минск, 1988.
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Алгоритмы поиска закономерностей

Мета-эвристики для поиска информативных правил

Вход: îáó÷àþùàÿ âûáîðêà X ℓ;
Выход: ìíîæåñòâî çàêîíîìåðíîñòåé Z ;

èíèöèàëèçèðîâàòü íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî ïðàâèë Z ;
повторять

Z ′ := ìíîæåñòâî локальных модификаций ïðàâèë èç Z ;
Z := íàèáîëåå информативные ïðàâèëà èç Z ∪ Z ′;

пока ïðàâèëà ïðîäîëæàþò óëó÷øàòüñÿ;
вернуть Z ;

Частные случаи (ñì. ëåêöèþ ïðî ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ):
� ñòîõàñòè÷åñêèé ëîêàëüíûé ïîèñê (stochastic local search)
� ãåíåòè÷åñêèå (ýâîëþöèîííûå) àëãîðèòìû
� óñå÷¼ííûé ïîèñê â øèðèíó (beam search)
� ïîèñê â ãëóáèíó (ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö)
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Локальные модификации правил

Пример. Ñåìåéñòâî êîíúþíêöèé ïîðîãîâûõ óñëîâèé:

R(x) =
⋀︁
j∈J

[︀
aj ⩽ fj(x) ⩽ bj

]︀
.

Локальные модификации êîíúþíêòèâíîãî ïðàâèëà:

äîáàâëåíèå ïðèçíàêà fj â J ñ âàðüèðîâàíèåì ïîðîãîâ aj , bj
óäàëåíèå ïðèçíàêà fj èç J

âàðüèðîâàíèå îäíîãî èç ïîðîãîâ aj è bj
âàðüèðîâàíèå îáîèõ ïîðîãîâ aj , bj îäíîâðåìåííî

Ïðè óäàëåíèè ïðèçíàêà (pruning) èíôîðìàòèâíîñòü îáû÷íî
îöåíèâàåòñÿ ïî êîíòðîëüíîé âûáîðêå (hold-out)

Âîîáùå, äëÿ îïòèìèçàöèè ìíîæåñòâà J ïîäõîäÿò òå æå
ìåòîäû, ÷òî è äëÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ (feature selection)
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Обучение классификатора на закономерностях

Взвешенное голосование (Weighted Voting):
ìíîãî-êëàññîâûé ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð ñ âåñàìè wyt

(âîçìîæíà L1-ðåãóëÿðèçàöèÿ äëÿ îòáîðà çàêîíîìåðíîñòåé)

a(x) = argmax
y∈Y

Ty∑︁
t=1

wytRyt(x)

Простое голосование (Simple Voting, êîìèòåò áîëüøèíñòâà):

a(x) = argmax
y∈Y

1

Ty

Ty∑︁
t=1

Ryt(x)

Решающий список (Majority Voting, êîìèòåò ñòàðøèíñòâà):
îáó÷àåìàÿ система продукций � ïðàâèë ¾если Ryt(x) то y¿

для всех t = 1, . . . ,T : если Ryt(x) = 1 то вернуть y ;
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Двухкритериальный отбор правил в плоскости (p, n)
Логические и статистические закономерности
Сравнение критериев информативности

Двухкритериальный отбор закономерностей в плоскости (p, n)

ïîçèòèâíûå: py (R) = #
{︀
xi : R(xi )=1 è yi=y

}︀
→ max;

íåãàòèâíûå: ny (R) = #
{︀
xi : R(xi )=1 è yi ̸=y

}︀
→ min;

Парето-фронт � ìíîæåñòâî íåóëó÷øàåìûõ çàêîíîìåðíîñòåé
(òî÷êà íåóëó÷øàåìà, åñëè ïðàâåå è íèæå íå¼ òî÷åê íåò)

UCI:german
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Логические и статистические закономерности
Сравнение критериев информативности

Логические и статистические закономерности

Ïðåäèêàò R(x) � логическая закономерность êëàññà y ∈ Y :

Precision =
py (R)

py (R) + ny (R)
⩾ 𝜋0 Recall =

py (R)

Py
⩾ 𝜌0

Åñëè ny (R) = 0, òî R � непротиворечивая закономерность

Ïðåäèêàò R(x) � статистическая закономерность êëàññà y ∈ Y :

IStat
(︀
py (R), ny (R)

)︀
⩾ 𝜎0

IStat � ìèíóñ-log âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè (p, n) ïðè óñëîâèè
íóëåâîé ãèïîòåçû, ÷òî y(x) è R(x) � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû (òî÷íûé òåñò Ôèøåðà, Fisher's Exact Test):

IStat(p, n) = −1

ℓ
log2

Cp
PC

n
N

Cp+n
P+N

→ max,

ãäå P = #
{︀
xi : yi=y

}︀
, N = #

{︀
xi : yi ̸=y

}︀
, Cn

N = N!
n!(N−n)!
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Двухкритериальный отбор правил в плоскости (p, n)
Логические и статистические закономерности
Сравнение критериев информативности

Критерии поиска закономерностей в плоскости (p, n)

Ëîãè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè: Precision ⩾ 0.9, Recall ⩾ 0.2
Ñòàòèñòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè: IStat ⩾ 3

P = 200

N = 100
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Ëîãè÷åñêèé êðèòåðèé óäîáíåå äëÿ ôèíàëüíîãî îòáîðà ïðàâèë;
ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé � â ïðîöåññå ìîäèôèêàöèè ïðàâèë
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Зоопарк критериев информативности

Очевидные, но не вполне адекватные критерии:

I (p, n) = p
p+n → max (precision)

I (p, n) = p/P → max (recall)

I (p, n) = p/P − n/N → max (relative accuracy)

Адекватные, но не очевидные критерии:

ýíòðîïèéíûé êðèòåðèé ïðèðîñòà èíôîðìàöèè:

IGain(p, n) = h
(︀
P
ℓ

)︀
− p+n

ℓ h
(︀ p
p+n

)︀
− ℓ−p−n

ℓ h
(︀ P−p
ℓ−p−n

)︀
→ max

ãäå h(q) = −q log2 q − (1− q) log2(1− q)

êðèòåðèé Äæèíè (Gini impurity):
IGain(p, n) ïðè h(q) = 4q(1− q)

êðèòåðèé áóñòèíãà è åãî íîðìèðîâàííûé âàðèàíò:√︀
p −

√︀
n → max,

√︀
p/P −

√︀
n/N → max

J.Fürnkranz, P.Flach. ROC‘n’rule learning – towards a better understanding of
covering algorithms // Machine Learning, 2005.
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Двухкритериальный отбор правил в плоскости (p, n)
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Сравнение критериев информативности

Нетривиальность проблемы свёртки двух критериев

Пример: â êàæäîé ïàðå ïðàâèë ïåðâîå ãîðàçäî ëó÷øå âòîðîãî,
îäíàêî ïðîñòûå ýâðèñòèêè íå ðàçëè÷àþò èõ ïî êà÷åñòâó
(ïðè P = 200, N = 100).

p n p−n p−5n p
P
− n

N
p

n+1
IStat·ℓ IGain·ℓ √

p−
√
n

50 0 50 50 0.25 50 22.65 23.70 7.07
100 50 50 −150 0 1.96 2.33 1.98 2.93

50 9 41 5 0.16 5 7.87 7.94 4.07
5 0 5 5 0.03 5 2.04 3.04 2.24

100 0 100 100 0.5 100 52.18 53.32 10.0
140 20 120 40 0.5 6.67 37.09 37.03 7.36

Замечание. Êðèòåðèè IStat è IGain àñèìïòîòè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíû: IStat(p, n) → IGain(p, n) ïðè ℓ → ∞
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Обучение решающих деревьев
CART: деревья регрессии и классификации
Преобразование дерева в набор конъюнкций

Определение решающего дерева (Decision Tree)

Решающее дерево � ìîäåëü êëàññèôèêàöèè/ðåãðåññèè a(x),
çàäàþùàÿñÿ деревом (ñâÿçíûì àöèêëè÷åñêèì ãðàôîì)
ñ êîðíåì v0 ∈ V è ìíîæåñòâîì âåðøèí V = Vвнутр ⊔ Vлист;

fv : X → Dv � äèñêðåòíûé ïðèçíàê, v ∈ Vвнутр;
Sv : Dv → V � ìíîæåñòâî äî÷åðíèõ âåðøèí;
yv ∈ Y � îòâåò â âåðøèíå v ∈ Vлист;

v := v0;
пока (v ∈ Vвнутр): v := Sv (fv (x));

вернуть a(x) := yv ;

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ áèíàðíûå
ïðèçíàêè âèäà fv (x) =

[︀
fj(x) > 𝜃

]︀
, j = 1, . . . , n

v0

v

Sv (0) Sv (1)

· · ·
0
��

1

��

0
��

1
��

· · · · · ·
0

��
1

��

Åñëè Dv ≡ {0, 1}, òî ðåøàþùåå äåðåâî íàçûâàåòñÿ бинарным
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Обучение решающих деревьев
CART: деревья регрессии и классификации
Преобразование дерева в набор конъюнкций

Пример решающего дерева

Çàäà÷à Ôèøåðà î êëàññèôèêàöèè öâåòêîâ èðèñà íà 3 êëàññà,
â âûáîðêå ïî 50 îáúåêòîâ êàæäîãî êëàññà, 4 ïðèçíàêà.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0

5.5

6.0

6.5

7.0

ширина лепестка, PW

длина лепестка, PL

PL < 2.5

PW > 1.68

PL > 5

versicolor virginica

virginica

setosa

0 1

0 1

0 1

На графике: в осях двух самых информативных признаков (из 4)
два класса разделились без ошибок, на третьем 3 ошибки.
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Обучение решающих деревьев
CART: деревья регрессии и классификации
Преобразование дерева в набор конъюнкций

Обучение решающего дерева: ID3 (Iterative Dichotomiser)

Îáó÷àþùàÿ âûáîðêà X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1, ïðèçíàêè F = {f1, . . . , fn}

v0 := TreeGrowing (X ℓ) � ôóíêöèÿ ðåêóðñèâíî âûçûâàåò ñåáÿ

TreeGrowing (Вход: U ⊆ X ℓ) ↦→ Выход: êîðåíü äåðåâà v ;

fv := argmax
f ∈F

Gain (f ,U) � êðèòåðèé âåòâëåíèÿ äåðåâà;

если Gain (fv ,U) < G0 то
ñîçäàòü íîâûé ëèñò v ; yv := Major (U); вернуть v ;

ñîçäàòü íîâóþ âíóòðåííþþ âåðøèíó v ñ ôóíêöèåé fv ;
для всех k ∈ Dv

Uk :=
{︀
x ∈ U : fv (x) = k

}︀
;

Sv (k) := TreeGrowing (Uk);

вернуть v ;

Ìàæîðèòàðíîå ïðàâèëî: Major (U) = argmax
y∈Y

#{xi ∈U : yi =y}.

John Ross Quinlan. Induction of Decision Trees // Machine Learning, 1986.
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Обучение решающих деревьев
CART: деревья регрессии и классификации
Преобразование дерева в набор конъюнкций

Критерий ветвления Gain (f ,U)

L (a, y) � ïîòåðÿ îò îòâåòà ìîäåëè a ïðè âåðíîì îòâåòå y .
Ñóììàðíàÿ ïîòåðÿ ìîäåëè a(x) íà âûáîðêå U ⊆ X ℓ:

Q(a,U) =
∑︁
xi∈U

L (a(xi ), yi )

Ïóñòü U � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ xi , äîøåäøèõ äî âåðøèíû v .
Ñóììàðíàÿ ïîòåðÿ, åñëè âåðøèíó v ñäåëàòü ëèñòîì:

Q0(U) = min
a∈Y

Q(a,U)

Ñóììàðíàÿ ïîòåðÿ ïðè âåòâëåíèè Uk =
{︀
x ∈U : f (x)=k

}︀
,

åñëè âñå äî÷åðíèå âåðøèíû Sv (k) ñäåëàòü ëèñòüÿìè:

Q(f ,U) =
∑︁
k∈Dv

min
a∈Y

Q
(︀
a,Uk

)︀
Gain (f ,U) = Q0(U)−Q(f ,U) � âûèãðûø îò âåòâëåíèÿ ïî f
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Обучение решающих деревьев
CART: деревья регрессии и классификации
Преобразование дерева в набор конъюнкций

Жадная нисходящая стратегия: достоинства и недостатки

Достоинства:

Èíòåðïðåòèðóåìîñòü è ïðîñòîòà êëàññèôèêàöèè

Ïðàâèëà [fj(x) > 𝜃] íå òðåáóþò ìàñøòàáèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâ

Äîïóñòèìû ðàçíîòèïíûå äàííûå (÷åðåç áèíàðèçàöèþ)

Îáú¼ì âû÷èñëåíèé ëèíåéíûé ïî äëèíå âûáîðêè O(|F |ℓh)
Недостатки:

Æàäíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåóñëîæíÿåò ñòðóêòóðó äåðåâà,
è, êàê ñëåäñòâèå, âåä¼ò ê ïåðåîáó÷åíèþ

Ôðàãìåíòàöèÿ âûáîðêè: ÷åì äàëüøå v îò êîðíÿ, òåì
ìåíüøå ñòàòèñòè÷åñêàÿ íàä¼æíîñòü âûáîðà fv , yv

Âûñîêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ðåçóëüòàòà îáó÷åíèÿ äåðåâà
ê øóìó â äàííûõ, ñîñòàâó âûáîðêè, êðèòåðèþ âåòâëåíèÿ
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Обучение решающих деревьев
CART: деревья регрессии и классификации
Преобразование дерева в набор конъюнкций

CART: деревья регрессии и классификации

Ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü L (a, y) = (a− y)2, Y = R,
çàäà÷à íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè;
îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå yv â ëèñòîâîé âåðøèíå v ∈Vлист:

Q(a,U) =
∑︁
xi∈U

(︀
a− yi

)︀2
; yv = argmin

a∈Y
Q(a,U) =

1

|U|
∑︁
xi∈U

yi

Äåðåâî ðåãðåññèè a(x) � ýòî
êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ

Пример. ×åì ñëîæíåå äåðåâî
(÷åì áîëüøå åãî ãëóáèíà), òåì
âûøå âëèÿíèå øóìîâ â äàííûõ
è âûøå ðèñê ïåðåîáó÷åíèÿ

Leo Breiman et al. Classification and regression trees. 1984.
scikit-learn.org/stable/auto_examples/tree/plot_tree_regression.html
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CART: критерий Minimal Cost-Complexity Pruning

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà ñî øòðàôîì çà ñëîæíîñòü äåðåâà:

Q𝛼(a) =
ℓ∑︁

i=1

(︀
a(xi )− yi

)︀2
+ 𝛼|Vлист| → min

a

Ïðè óâåëè÷åíèè 𝛼 äåðåâî ïîñëåäîâàòåëüíî óïðîùàåòñÿ,
ïðè÷¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ äåðåâüåâ åäèíñòâåííà.
Èç íå¼ âûáèðàåòñÿ äåðåâî ñ min îøèáêîé íà òåñòå (Hold-Out).

Äåðåâî � ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð íàä áèíàðíûìè ïðèçíàêàìè
Bv (x) =

[︀
îáúåêò x ïðîø¼ë ïóòü îò êîðíÿ v0 äî ëèñòà v

]︀
:

a(x) =
∑︁

v∈Vлист

yvBv (x),

yv � âåñ ïðèçíàêà Bv , äëÿ ðåãðåññèè ñðåäíåå {yi : Bv (xi )=1}

Leo Breiman et al. Classification and regression trees. 1984.
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Решающее дерево → покрывающий набор конъюнкций

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0

5.5

6.0

6.5

7.0

ширина лепестка, PW

длина лепестка, PL

PL < 2.5

PW > 1.68

PL > 5

versicolor virginica

virginica

setosa

0 1

0 1

0 1

setosa r1(x) =
[︀
PL ⩽ 2.5

]︀
virginica r2(x) =

[︀
PL > 2.5

]︀
∧
[︀
PW > 1.68

]︀
virginica r3(x) =������[︀

PL > 2.5
]︀
∧
[︀
PW ⩽ 1.68

]︀
∧
[︀
PL > 5

]︀
versicolor r4(x) =

[︀
PL > 2.5

]︀
∧
[︀
PW < 1.68

]︀
∧
[︀
PL ⩽ 5

]︀
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Резюме по логическим методам

Ýìïèðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ � âûâîä çíàíèé èç äàííûõ:

индукция правил (Rule Induction)
решающие деревья, списки, таблицы

Ïðåèìóùåñòâà ëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ:

интерпретируемость
возможность обработки разнотипных данных
возможность обработки данных с пропусками

Íåäîñòàòêè ëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ:

ограниченное качество классификации
перебор правил либо долгий, либо неполный
решающие деревья неустойчивы, склонны к переобучению

Ñïîñîáû óñòðàíåíèÿ ýòèõ íåäîñòàòêîâ:

упрощение (pruning), как правило, по тестовым данным
композиции правил, леса деревьев (в следующих лекциях)
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