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Метод главных компонент (Principal Component Analysis, PCA)

Âîçìîæíî ëè îïèñàòü îáúåêòû ìåíüøèì ÷èñëîì ïðèçíàêîâ?

Дано: âûáîðêà îáúåêòîâ {xi}ℓi=1,
f1(x), . . . , fn(x) � ÷èñëîâûå ïðèçíàêè îáúåêòîâ

Найти:
g1(x), . . . , gm(x) � íîâûå ÷èñëîâûå ïðèçíàêè, m ⩽ n, è
ëèíåéíóþ ðåêîíñòðóêöèþ ñòàðûõ ïðèçíàêîâ fj(x) ïî íîâûì:

f̂j(x) =
m∑︁
t=1

gt(x)ujt , j = 1, . . . , n, ∀x ∈ X ,

Критерий: òî÷íîñòü ðåêîíñòðóêöèè fj íà îáó÷àþùåé âûáîðêå:

Q =
ℓ∑︁

i=1

n∑︁
j=1

(︀
f̂j(xi )− fj(xi )

)︀2 → min
{gt(xi )},{ujt}

Ýòî îáó÷åíèå áåç ó÷èòåëÿ è ëèíåéíûé àâòîêîäèðîâùèê.
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Задача низкорангового матричного разложения

Ìàòðèöû ¾îáúåêòû�ïðèçíàêè¿, ñòàðàÿ è íîâàÿ:

F
ℓ×n

=

⎛⎝f1(x1) . . . fn(x1)
. . . . . . . . .

f1(xℓ) . . . fn(xℓ)

⎞⎠ ; G
ℓ×m

=

⎛⎝g1(x1) . . . gm(x1)
. . . . . . . . .

g1(xℓ) . . . gm(xℓ)

⎞⎠ .

Ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íîâûõ ïðèçíàêîâ â ñòàðûå:

U
n×m

=

⎛⎝u11 . . . u1m
. . . . . . . . .
un1 . . . unm

⎞⎠ ; F̂ = GUT
хотим
≈ F .

Критерий â ìàòðè÷íîì âèäå � èùåì îäíîâðåìåííî G è U:

Q(G ,U) =
ℓ∑︁

i=1

n∑︁
j=1

(︀
f̂j(xi )− fj(xi )

)︀2
=

⃦⃦
GUT − F

⃦⃦2 → min
G ,U

,
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Основная теорема метода главных компонент

Теорема

Если m ⩽ rkF , то минимум
⃦⃦
GUT − F

⃦⃦2
достигается, когда

столбцы U — это с.в. матрицы F TF , соответствующие
m максимальным с.з. 𝜆1, . . . , 𝜆m, и G = FU, при этом:

1 матрица U ортонормирована: UTU = Im;

2 матрица G ортогональна: GTG = Λ = diag(𝜆1, . . . , 𝜆m);

3 UΛ = F TFU; GΛ = FFTG ;

4 Q =
⃦⃦
GUT − F

⃦⃦2
= ‖F‖2 − trΛ = 𝜆m+1 + · · ·+ 𝜆n.

Ïðè m=n ðàçëîæåíèå F = GUT ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì (Q = 0)

è ñîâïàäàåò ñ ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì F = (GΛ− 1
2 ) · Λ

1
2 · UT

Вопрос: êàê äîêàçûâàòü ýòó òåîðåìó, êàêèå åñòü èäåè?

Использовано тождество: ‖F‖2 = tr(FTF ) = 𝜆1 + · · ·+ 𝜆n
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Эффективная размерность выборки

Óïîðÿäî÷èì ñ.ç. FTF ïî óáûâàíèþ: 𝜆1 ⩾ . . . ⩾ 𝜆n ⩾ 0.

Эффективная размерность выборки � íàèìåíüøåå öåëîå m,
ïðè êîòîðîì îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äîñòàòî÷íî ìàëà:

Em =
‖GUT − F‖2

‖F‖2
=

𝜆m+1 + · · ·+ 𝜆n

𝜆1 + · · ·+ 𝜆n
⩽ 𝜀.

Критерий «крутого склона»: íàõîäèì m: Em−1 ≫ Em:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

m-1 m m+1

𝜆

Вопрос: ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ñêàçàòü î ïðèçíàêàõ (fj)
n
j=1?
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Метод главных компонент и линейный автокодировщик

Ëèíåéíûé àâòîêîäèðîâùèê: f (x ,A) = Ax , g(z ,B) = Bz ,

ℓ∑︀
i=1

‖g(f (xi ,A),B)− xi‖2 =
ℓ∑︀

i=1
‖BAxi − xi‖2 → min

A,B

Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò: f (x ,U) = UTx , g(z ,U) = Uz ,
â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ F = (x1 . . . xℓ)

T, UTU = Im, G = FU,

‖GUT − F‖2 =
ℓ∑︀

i=1
‖UUTxi − xi‖2 → min

U

Автокодировщик обобщает метод главных компонент:

íå îáÿçàòåëüíî B = AT (õîòÿ ÷àñòî èìåííî òàê è äåëàþò)
ïðîèçâîëüíûå A,B âìåñòî îðòîãîíàëüíûõ
íåëèíåéíûå ìîäåëè f (x , 𝛼), g(z , 𝛽) âìåñòî Ax ,Bz
ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü L âìåñòî êâàäðàòè÷íîé
SG îïòèìèçàöèÿ âìåñòî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ SVD
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Разреженное низкоранговое матричное разложение

Дано: ìàòðèöà F = (fij)ℓ×n, (i , j) ∈ Ω ⊆ {1, . . . , ℓ} × {1, . . . , n}
Найти: ìàòðèöû G = (git)ℓ×m è UT = (utj)m×n

Критерий:
⃦⃦
GUT − F

⃦⃦2
Ω
=

∑︁
(i ,j)∈Ω

(︁ m∑︀
t=1

gitutj − fij

)︁2
→ min

G ,U

Êëàññè÷åñêèé SVD ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèì, êîãäà

äàííûå ðàçðåæåííûå: |Ω| < ℓn, çà÷àñòóþ |Ω| ≪ ℓn
ôóíêöèÿ ïîòåðü íåêâàäðàòè÷íàÿ
ìàòðè÷íîå ðàçëîæåíèå íåîòðèöàòåëüíîå: git ⩾ 0, utj ⩾ 0
èëè ñòîõàñòè÷åñêîå:

∑︀
t
git = 1,

∑︀
t
utj = 1, git ⩾ 0, utj ⩾ 0

Ñèòóàöèè ïðèìåíåíèÿ:

ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè âåêòîðà ïðèçíàêîâ, m ≪ n
âûÿâëåíèå ëàòåíòíîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðû äàííûõ
âîññòàíîâëåíèå ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé (missing values)
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Модель латентных факторов (LFM, Latent Factor Model)

В рекомендательных системах:
fij � âûáîð (ïîêóïêà, ëàéê, ðåéòèíã) êëèåíòîì i òîâàðà j
gi = (git)t � ëàòåíòíûé âåêòîð èíòåðåñîâ (embedding) êëèåíòà i
uj = (utj)t � ëàòåíòíûé âåêòîð èíòåðåñîâ (embedding) òîâàðà j

Метод стохастического градиента:
âûáèðàåì (i , j) ∈ Ω â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå;
ãðàäèåíòíûé øàã äëÿ çàäà÷è 𝜀2ij → min

gi ,uj
, ãäå 𝜀ij =

∑︀
t
gitutj − fij :

git := git − 𝜂𝜀ijutj , t = 1, . . . ,m

utj := utj − 𝜂𝜀ijgit , t = 1, . . . ,m

В1: êàê ïîâëèÿåò ðåãóëÿðèçàöèÿ 𝜀2ij + 𝜆‖gi‖2 + 𝜇‖uj‖2 → min
gi ,uj

?

В2: êàê ââåñòè îãðàíè÷åíèÿ git⩾0, utj ⩾0?

Tacáks G., Pilászy I., Németh B., Tikk D. Scalable collaborative filtering approaches
for large recommendation systems // JMLR, 2009, No. 10, Pp. 623–656.
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NNMF (Non-Negative Matrix Factorization)

Íåîòðèöàòåëüíîå ìàòðè÷íîå ðàçëîæåíèå: ìåòîä ALS �
чередующихся наименьших квадратов (Alternating Least Squares):

Q =
⃦⃦∑︀

t
gtu

T
t − F

⃦⃦
2 =

⃦⃦
gtu

T
t − Ft

⃦⃦
2 → min

{gt⩾0, ut⩾0}

Идея: èñêàòü ïîî÷åð¼äíî òî ñòîëáöû gt , òî ñòîëáöû ut
ïðè ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ, ãäå Ft = F −

∑︀
s ̸=t gsu

T
s

𝜕Q

𝜕gt
= 0 ⇒ (gtu

T
t − Ft)ut = 0 ⇒

𝜕Q

𝜕ut
= 0 ⇒ gT

t (gtu
T
t − Ft) = 0 ⇒

gt =

(︂
Ftut
uTt ut

)︂
+

ut =

(︂
F T
t gt

gT
t gt

)︂
+

ïîëîæèòåëüíàÿ ñðåçêà (·)+ � èç óñëîâèé Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà

A.Cichocki, R.Zdunek, S.Amari. Hierarchical ALS algorithms for nonnegative matrix
and 3D tensor factorization. 2007
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PLSA (Probabilistic Latent Semantic Analysis)

В вероятностном тематическом моделировании:
fij = p̂(j |i) � ÷àñòîòà ñëîâà j ∈ {1 . . n} â äîêóìåíòå i ∈ {1 . . ℓ}
git = p(t|i) � âåðîÿòíîñòü òåìû t ∈ {1 . .m} â äîêóìåíòå i
utj = p(j |t) � âåðîÿòíîñòü ñëîâà j â òåìå t∑︀

t gitutj = p(j |i) � âåðîÿòíîñòíàÿ òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÿçûêà

Критерий � max ïðàâäîïîäîáèÿ (min êðîññ-ýíòîðïèè):∑︁
(i ,j)∈Ω

fij ln
∑︁
t

gitutj → max
G ,U

; git⩾0,
∑︀
t
git=1, utj ⩾0,

∑︀
j
utj =1

Алгоритм EM (Expectation�Maximization) � èç óñëîâèé ÊÊÒ:

ptij = normt(gitutj)

git = normt

(︀∑︀
j fijptij

)︀
utj = normj

(︀∑︀
i fijptij

)︀
îïåðàöèÿ íîðìèðîâêè âåêòîðà:

normi (xi ) =
max(xi , 0)∑︀
k max(xk , 0)

M.Shashanka et al. Probabilistic latent variable models as nonnegative factorizations. 2008.
К.В. Воронцов (k.v.vorontsov@phystech.edu) ВвМО: обучаемая векторизация данных 11 / 41



Матричные разложения
Векторные представления графов и текстов
Трансформеры и большие языковые модели

Многомерное шкалирование
Графовые разложения
Модели дистрибутивной семантики

Примеры прикладных задач с графовыми данными

Дано: ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè R(xi , xj)
Найти: ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòîâ â Rd , ñîõðàíÿþùèå ðàññòîÿíèÿ

Дано: ìîëåêóëÿðíûå ãðàôû (âåðøèíû-àòîìû, ð¼áðà-ñâÿçè)
Найти: (ïðåäñêàçàòü) ñâîéñòâà õèìè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé

Дано: ãðàô ñâÿçåé ìåæäó ïîëüçîâàòåëÿìè ñîöñåòè
Найти: ñîîáùåñòâà, ñîöèàëüíûå ðîëè, öåíòðû âëèÿíèÿ

Дано: ãðàô òðàíçàêöèé ìåæäó êëèåíòàìè è òîâàðàìè
Найти: ðåêîìåíäàöèè, àíîìàëèè, ïðîãíîçû ñïðîñà

Дано: ãðàô òðàíñïîðòíîé ñåòè
Найти: ïðîãíîç òðàôèêà, îïòèìàëüíûå ìàðøðóòû

Основные типы задач:

êëàññèôèêàöèÿ âåðøèí ãðàôà
ðåêîìåíäàöèè, ïðåäñêàçàíèå ñâÿçåé (Link Prediction)
êëàññèôèêàöèÿ ãðàôà èëè êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè öåëèêîì
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Многомерное шкалирование (multidimensional scaling, MDS)

Дано: (i , j) ∈ E � âûáîðêà ð¼áåð ãðàôà ⟨V ,E ⟩
Rij � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè ðåáðà (i , j)
Íàïðèìåð, Rij � äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè ïî ãðàôó (IsoMAP)

Найти: âåêòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ âåðøèí zi ∈ Rd òàê, ÷òîáû
áëèçêèå âåðøèíû (â ñìûñëå ìàëîãî Rij) èìåëè áëèçêèå zi è zj

Критерий ñòðåññà (stress):∑︁
(i ,j)∈E

R𝛾
ij

(︀
𝜌(zi , zj)− Rij

)︀2 → min
Z

, Z ∈ RV×d ,

ãäå 𝜌(zi , zj) = ‖zi − zj‖ � îáû÷íî åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå,

Решение � îáû÷íî ìåòîäîì ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà (SG)

Вопрос: êàê ëó÷øå çàäàâàòü âåñà: 𝛾>0 èëè 𝛾<0?

I.Chami et al. Machine learning on graphs: a model and comprehensive taxonomy. 2020.
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Многомерное шкалирование для визуализации данных

Ïðè d = 2 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîåêöèÿ âûáîðêè íà ïëîñêîñòü

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âèçóàëèçàöèè êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð

ôîðìó îáëàêà òî÷åê ìîæíî íàñòðàèâàòü âåñàìè è ìåòðèêîé

íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå ìåòîäû � t-SNE, UMAP (áûñòðûé)

íåäîñòàòîê âñåõ ìåòîäîâ � èñêàæåíèÿ íåèçáåæíû

Laurens van der Maaten, Geoffrey Hinton. Visualizing data using t-SNE. 2008
Leland McInnes, John Healy, James Melville. UMAP: Uniform manifold approximation
and projection for dimension reduction. 2020
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Многомерное шкалирование
Графовые разложения
Модели дистрибутивной семантики

Графовые матричные разложения (graph factorization)

Дано: ãðàô ⟨V ,E ⟩
Sij � áëèçîñòü ìåæäó âåðøèíàìè (i , j) ∈ E
Íàïðèìåð, Sij = [(i , j) ∈ E ] � ìàòðèöà ñìåæíîñòè âåðøèí

Найти: âåêòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ âåðøèí, òàê, ÷òîáû
áëèçêèå (ïî ãðàôó) âåðøèíû èìåëè áëèçêèå âåêòîðû.

Критерий äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà (S ñèììåòðè÷íà):⃦⃦
S − ZZT

⃦⃦
E
=

∑︁
(i ,j)∈E

(︀
⟨zi , zj⟩ − Sij

)︀2 → min
Z

, Z ∈ RV×d

Критерий äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà (S íåñèììåòðè÷íà):⃦⃦
S − ΦΘT

⃦⃦
E
=

∑︁
(i ,j)∈E

(︀
⟨𝜙i , 𝜃j⟩ − Sij

)︀2 → min
Φ,Θ

, Φ,Θ ∈ RV×d

Решение � îáû÷íî ìåòîäîì ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà (SG)

I.Chami et al. Machine learning on graphs: a model and comprehensive taxonomy. 2020.
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Многомерное шкалирование
Графовые разложения
Модели дистрибутивной семантики

Векторные представления графов как автокодировщики

Дано: ãðàô ⟨V ,E ⟩
X = (xi ∈ Rn : i ∈ V ) � âåêòîðû ïðèçíàêîâ â âåðøèíàõ ãðàôà
W = (wij ∈ R : (i , j) ∈ E ) � ÷èñëîâûå äàííûå î ð¼áðàõ ãðàôà
Y = (yi ∈ Y : i ∈ V ′) � öåëåâîé îòêëèê íà âåðøèíàõ èç V ′⊆V

Найти:
Z = (zi ∈ Rd : i ∈ V ) � âåêòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ âåðøèí ãðàôà
ïàðàìåòðû 𝛼 êîäèðîâùèêà zi (𝛼) = fi (W ,X , 𝛼)
ïàðàìåòðû 𝛽 äåêîäèðîâùèêà ŵij = g(zi , zj , 𝛽)
ïàðàìåòðû 𝛾 ïðåäñêàçàòåëüíîé ìîäåëè yi = ŷ(zi , 𝛾)

Критерий: ïîòåðè ðåêîíñòðóêöèè ð¼áåð ŵij ïî âåðøèíàì (zi , zj)
è ïîòåðè ïðåäñêàçàòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ yi ïî zi :∑︁
(i ,j)∈E

L
(︀
g(zi (𝛼), zj(𝛼), 𝛽),wij

)︀
+𝜆

∑︁
i∈V ′

L̃
(︀
ŷ(zi (𝛼), 𝛾), yi

)︀
→ min

𝛼,𝛽,𝛾

I.Chami et al. Machine learning on graphs: a model and comprehensive taxonomy. 2020.
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Матричные разложения
Векторные представления графов и текстов
Трансформеры и большие языковые модели

Многомерное шкалирование
Графовые разложения
Модели дистрибутивной семантики

GraphEDM: обобщённый автокодировщик на графах

Graph Encoder Decoder Model � îáîáùàåò áîëåå 30 ìîäåëåé:

W ∈ RV×V � âõîäíûå äàííûå î ð¼áðàõ
X ∈ RV×n � âõîäíûå ïðèçíàêîâûå îïèñàíèÿ âåðøèí
Z ∈ RV×d � âåêòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ âåðøèí ãðàôà
DEC(Z ; ΘD) � äåêîäåð, ðåêîíñòðóèðóþùèé äàííûå î ð¼áðàõ
DEC(Z ; ΘS) � äåêîäåð, ðåøàþùèé supervised-çàäà÷ó
yS � äàííûå î âåðøèíàõ â supervised-çàäà÷å
ℒ � ôóíêöèè ïîòåðü

I.Chami et al. Machine learning on graphs: a model and comprehensive taxonomy. 2020.
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Графовые разложения
Модели дистрибутивной семантики

Эволюция подходов машинного обучения в анализе текстов

Äåêîìïîçèöèÿ çàäà÷ ïî óðîâíÿì ïèðàìèäû NLP

морфологический анализ, лемматизация, опечатки

синтаксический анализ, выделение терминов, NER

семантический анализ, выделение фактов, тем

Êîíòåêñòíî íåçàâèñèìûå ýìáåäèíãè ñëîâ â âåðîÿòíîñòíûõ
ìîäåëÿõ ÿçûêà íà îñíîâå ìàòðè÷íûõ ðàçëîæåíèé

модели дистрибутивной семантики
word2vec [Mikolov, 2013], FastText [Bojanowski, 2016]

тематические модели LDA [Blei, 2001], ARTM [2014]

Êîíòåêñòíî çàâèñèìûå íåéðîñåòåâûå ýìáåäèíãè

рекуррентные нейронные сети LSTM [1997]

модели внимания и трансформеры NMT [2015]
BERT [2018], GPT-3 [2020], GPT-4 [2023]
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Графовые разложения
Модели дистрибутивной семантики

Дистрибутивная гипотеза и виды семантической близости слов

Ñìûñë ñëîâà åñòü ìíîæåñòâî âñåõ êîíòåêñòîâ åãî óïîòðåáëåíèÿ

Words that occur in the same contexts tend to have similar
meanings [Harris, 1954].

You shall know a word by the company it keeps [Firth, 1957].

Синтагматическая близость слов:

ñî÷åòàåìîñòü ñëîâ â îäíîì êîíòåêñòå.
здание–строитель, кран–вода, функция–точка

Парадигматическая близость слов:

âçàèìîçàìåíÿåìîñòü ñëîâ â îäíîì êîíòåêñòå.
здание–дом, кран–смеситель, функция–отображение

Z.Harris. Distributional structure. 1954.
J.R.Firth. A synopsis of linguistic theory 1930-1955. Oxford, 1957.
P.Turney, P.Pantel. From frequency to meaning: vector space models of semantics. 2010.
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Задача семантического векторного представления слов

Задача: ïî íàáëþäàåìîé ñèíòàãìàòè÷åñêîé áëèçîñòè ñëîâ
ïîñòðîèòü векторные представления слов (word embedding, WE)
xw ∈Rd, w ∈W , îòðàæàþùèå èõ ïàðàäèãìàòè÷åñêóþ áëèçîñòü,
ò.å. áëèçêèå ïî ñìûñëó ñëîâà äîëæíû èìåòü áëèçêèå âåêòîðû.

Способ проверки � çàäà÷à ñåìàíòè÷åñêîé àíàëîãèè ñëîâ:
ïî òð¼ì ñëîâàì óãàäàòü ÷åòâ¼ðòîå.
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Формализация дистрибутивной гипотезы в программе word2vec

Дано: ÷àñòîòû nwu ïàð ñëîâ w , u â êîíòåêñòíîì îêíå ±k ñëîâ
Найти: âåêòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñëîâ xw è ïðåäñêàçûâàþùèõ
ñëîâ-èç-êîíòåêñòà yu â âåðîÿòíîñòíîé ÿçûêîâîé ìîäåëè

p(w |u) = SoftMax
w∈W

⟨xw , yu⟩ = norm
w∈W

(︀
exp⟨xw , yu⟩

)︀
Критерий: ìàêñèìóì ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ ñëîâ∑︀

w ,u∈W
nwu ln p(w |u) → max

xw ,yu

èëè äëÿ êëàññèôèêàöèè ïàð ñëîâ íà 2 êëàññà áëèçêè/äàëåêè:∑︀
w ,u∈W

(︁
nwu ln p(w , u) +

nwu∑︀
i=1

ln
(︀
1− p(w , ui )

)︀)︁
→ max

xw ,yu

p(w , u) = 𝜎⟨xw , yu⟩ � âåðîÿòíîñòü âñòðåòèòü w , u ðÿäîì;
ui ñýìïëèðóåòñÿ èç p(w)3/4 (skip-gram negative sampling, SGNS)

T.Mikolov et al. Efficient estimation of word representations in vector space, 2013.
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Связь word2vec с матричными разложениями

d � ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ ñëîâ xw è ñëîâ-èç-êîíòåêñòà yu
X = (xw )W×d � ìàòðèöà âåêòîðîâ ïðåäñêàçûâàåìûõ ñëîâ
Y = (yu)W×d � ìàòðèöà âåêòîðîâ ñëîâ-èç-êîíòåêñòà

SGNS ñòðîèò ìàòðè÷íîå ðàçëîæåíèå P ≈ XY T ìàòðèöû W×W
Shifted PMI (Point-wise Mutual Information):

Pwu = ln
nwun

nwnu
− ln k,

nwu � ÷àñòîòà ïàðû ñëîâ w , u â êîíòåêñòíîì îêíå ±k ñëîâ,
nw , nu � ÷èñëî ïàð ñ ó÷àñòèåì ñëîâà w è u ñîîòâåòñòâåííî,
n � ÷èñëî âñåõ ïàð ñëîâ â êîëëåêöèè.

Â êà÷åñòâå ýâðèñòèêè èñïîëüçóþò òàêæå Shifted Positive PMI:

P+
wu =

(︁
ln

nwun

nwnu
− ln k

)︁
+
.

O.Levy, Y.Goldberg. Neural word embedding as implicit matrix factorization, 2014.
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Модель векторных представлений FastText

Идея: âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå ñëîâà w îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ñóììà âåêòîðîâ âñåõ åãî áóêâåííûõ n-ãðàìì G (w):

uw =
∑︁

g∈G(w)

ug

Â Skip-gram âìåñòî âåêòîðîâ ñëîâ uw îáó÷àþòñÿ âåêòîðû ug

Пример: G (дармолюб) = {<да, арм, рмо, мол, олю, люб, юб>}

Преимущества:

Ýòî ðåøàåò ïðîáëåìû íîâûõ ñëîâ è ñëîâ ñ îïå÷àòêàìè

Ïîäõîäèò äëÿ îáðàáîòêè òåêñòîâ ñîöèàëüíûõ ìåäèà

Ñëîâàðü 2- è 3-ãðàìì îáû÷íî ìåíüøå ñëîâàðÿ W

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ïðåäîáó÷åííûõ ìîäåëåé

Bojanowski et al. Enriching word vectors with subword information. 2016.
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Модели векторных представлений текстов и графов

word2vec: эмбединги (âåêòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ) ñëîâ
T.Mikolov et al. Efficient estimation of word representations in vector space. 2013.

paragraph2vec: ýìáåäèíãè ôðàãìåíòîâ èëè äîêóìåíòîâ
Q.Le, T.Mikolov. Distributed representations of sentences and documents. 2014.

sent2vec: ýìáåäèíãè ïðåäëîæåíèé
M.Pagliardini et al. Unsupervised learning of sentence embeddings using compositional n-gram features. 2017.

FastText: ýìáåäèíãè ñèìâîëüíûõ n-ãðàìì
https://github.com/facebookresearch/fastText

node2vec: ýìáåäèíãè âåðøèí ãðàôà
A.Grover, J.Leskovec. Node2vec: scalable feature learning for networks. 2016.

graph2vec: áîëåå îáùèå ýìáåäèíãè íà ãðàôàõ
A.Narayanan et al. Graph2vec: learning distributed representations of graphs. 2017.

StarSpace: ýìáåäèíãè ÷åãî óãîäíî îò Facebook AI Research
L.Wu, A.Fisch, S.Chopra, K.Adams, A.B.J.Weston. StarSpace: embed all the things! 2018.

BERT: êîíòåêñòíî-çàâèñèìûå ýìáåäèíãè îò Google AI Language
J.Devlin et al. BERT: pre-training of deep bidirectional transformers for language understanding. 2018.

GPT-3: ýìáåäèíãè, ïðåäîáó÷åííûå ïî 570Gb òåêñòîâ îò OpenAI
T.В.Brown et al. Language Models are Few-Shot Learners. 2020.
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Модель внимания и трансформер
Трасформер-кодировщик BERT
Трасформер-декодировщик GPT

Трасформер для машинного перевода

Трасформер (transformer) � ýòî íåéðîñåòåâàÿ àðõèòåêòóðà äëÿ
òðàíñôîðìàöèè âåêòîðîâ ñëîâ â êîíòåêñòíî-çàâèñèìûå

Схема преобразований данных в машинном переводе:

S = (w1, . . . ,wn) � ñëîâà ïðåäëîæåíèÿ íà âõîäíîì ÿçûêå
↓ îáó÷àåìàÿ èëè ïðåä-îáó÷åííàÿ âåêòîðèçàöèÿ ñëîâ

X = (x1, . . . , xn) � âåêòîðû ñëîâ âõîäíîãî ïðåäëîæåíèÿ
↓ òðàíñôîðìåð-êîäèðîâùèê

Z = (z1, . . . , zn) � êîíòåêñòíî-çàâèñèìûå âåêòîðû ñëîâ
↓ òðàíñôîðìåð-äåêîäèðîâùèê, ïîõîæ íà êîäèðîâùèêà

Y = (y1, . . . , ym) � âåêòîðû ñëîâ âûõîäíîãî ïðåäëîæåíèÿ
↓ ãåíåðàöèÿ ñëîâ èç ïîñòðîåííîé ÿçûêîâîé ìîäåëè

S̃ = (w̃1, . . . , w̃m) � ñëîâà ïðåäëîæåíèÿ íà âûõîäíîì ÿçûêå

Vaswani et al. (Google) Attention is all you need. 2017.
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Модель внимания и трансформер
Трасформер-кодировщик BERT
Трасформер-декодировщик GPT

Модели внимания для машинного перевода

X = (x1, . . . , xn) � âåêòîðû ñëîâ âõîäíîãî ïðåäëîæåíèÿ
Y = (y1, . . . , ym) � âåêòîðû ñëîâ âûõîäíîãî ïðåäëîæåíèÿ

Модель внимания îöåíèâàåò ìàòðèöó ñåìàíòè÷åñêîãî
ñõîäñòâà Ati = a(xi , yt) � íàñêîëüêî âõîäíîå ñëîâî xi âàæíî
(òðåáóåò âíèìàíèÿ) äëÿ îáðàáîòêè âûõîäíîãî ñëîâà yt

Bahdanau et al. Neural machine translation by jointly learning to align and translate. 2015.
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Модель внимания и трансформер
Трасформер-кодировщик BERT
Трасформер-декодировщик GPT

Модель внимания Query–Key–Value

q � вектор-запрос äëÿ òðàíñôîðìàöèè â âåêòîð-êîíòåêñò z
K = (k1, . . . , kn) � векторы-ключи, ñðàâíèâàåìûå ñ çàïðîñîì
X = (x1, . . . , xn) � векторы-значения, îáðàçóþùèå êîíòåêñò

Модель внимания � òð¼õñëîéíàÿ ñåòü, âû÷èñëÿþùàÿ z êàê
âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ xi , ðåëåâàíòíûõ çàïðîñó q:

z = Attn(q,K ,X ) =
∑︁
i

xi SoftMaxi a(ki , q),

ãäå a(k , q) � оценка релевантности êëþ÷à k çàïðîñó q,
íàïðèìåð a(k, q) = kTq èëè kTWq ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ W

Модель внутреннего внимания (ñàìîâíèìàíèÿ, self-attention):

zi = Attn(Wqxi ,WkX ,WvX )

òðàíñôîðìèðóåò âõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X = (x1, . . . , xn)
â âûõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ êîíòåêñòà (z1, . . . , zn)
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Модель внимания и трансформер
Трасформер-кодировщик BERT
Трасформер-декодировщик GPT

Архитектура трансформера-кодировщика

1. Äîáàâëÿþòñÿ ïîçèöèîííûå âåêòîðû pi :
hi = xi + pi , H = (h1, . . . , hn) d = dim xi , pi , hi = 512

dimH = 512×n

2. Ìíîãîìåðíîå ñàìîâíèìàíèå: j = 1, . . . , J = 8

hji = Attn(W j
qhi ,W

j
kH,W j

vH) dim h
j
i = 64

dimW j
q ,W

j
k
,W j

v = 64×512

3. Êîíêàòåíàöèÿ (multi-head attention):
h′i = MHj(h

j
i ) ≡

[︀
h1i · · · hJi

]︀
dim h′i = 512

4. Ñêâîçíàÿ ñâÿçü + íîðìèðîâêà óðîâíÿ:
h′′i = LN(h′i + hi ;𝜇1, 𝜎1) dim h′′i , 𝜇1, 𝜎1 = 512

5. Ïîëíîñâÿçíàÿ 2õ-ñëîéíàÿ ñåòü FFN:
h′′′i = W2 ReLU(W1h

′′
i + b1) + b2 dimW1 = 2048×512

dimW2 = 512×2048

6. Ñêâîçíàÿ ñâÿçü + íîðìèðîâêà óðîâíÿ:
zi = LN(h′′′i + h′′i ;𝜇2, 𝜎2) dim zi , 𝜇2, 𝜎2 = 512
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Модель внимания и трансформер
Трасформер-кодировщик BERT
Трасформер-декодировщик GPT

Несколько дополнений и замечаний

N = 6 áëîêîâ hi →□→ zi ñîåäèíÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî
ýìáåäèíãè ñëîâ xi ∈ Rd � îáó÷àåìûå èëè ïðåä-îáó÷åííûå
íîðìèðîâêà óðîâíÿ (Layer Normalization), x , 𝜇, 𝜎 ∈ Rd :

LNs(x ;𝜇, 𝜎) = 𝜎s
xs − x̄

𝜎x
+ 𝜇s , s = 1, . . . , d ,

x̄ = 1
d

∑︀
s
xs è 𝜎2x = 1

d

∑︀
s
(xs − x̄)2 � ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ x

Ïîçèöèè ñëîâ i êîäèðóþòñÿ âåêòîðàìè pi , i = 1, . . . , n;
÷åì áîëüøå |i − j |, òåì áîëüøå ‖pi − pj‖, n íå îãðàíè÷åíî:

pis = sin(i 10−8 s
d ), pi ,s+ d

2
= cos(i 10−8 s

d ), s = 1, . . . , d2

К.В. Воронцов (k.v.vorontsov@phystech.edu) ВвМО: обучаемая векторизация данных 29 / 41
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Модель внимания и трансформер
Трасформер-кодировщик BERT
Трасформер-декодировщик GPT

Архитектура трансформера декодировщика

Авторегрессионный синтез последовательности:
y0 = ⟨BOS⟩ — вектор символа начала;
для всех t = 1, 2, . . . :

1. Маскирование «данных из будущего»:
ht = yt−1 + pt ; Ht = (h1, . . . , ht)

2. Многомерное самовнимание:
h′t = LN ∘MHj ∘ Attn(W j

qht ,W
j
kHt ,W

j
vHt)

3. Многомерное внимание на кодировку Z :
h′′t = LN ∘MHj ∘ Attn(W̃ j

qh
′
t , W̃

j
kZ , W̃

j
vZ )

4. Двухслойная полносвязная сеть:
yt = LN ∘ FFN(h′′t )

5. Линейный предсказывающий слой:
p(w̃ |t) = SoftMaxw̃ (Wyyt + by )

генерация w̃t = argmax
w̃

p(w̃ |t) пока w̃t ̸= ⟨EOS⟩

Vaswani et al. (Google) Attention is all you need. 2017.
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Модель внимания и трансформер
Трасформер-кодировщик BERT
Трасформер-декодировщик GPT

Критерии обучения и валидации для машинного перевода

Критерий для обучения ïàðàìåòðîâ íåéðîííîé ñåòè W
ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå ïðåäëîæåíèé S ñ ïåðåâîäîì S̃ :∑︁

(S ,S̃)

∑︁
w̃t∈S̃

ln p(w̃t |t, S ,W ) → max
W

Критерий оценивания моделей (íåäèôôåðåíöèðóåìûå)
ïî âûáîðêå ïàð ïðåäëîæåíèé ¾ïåðåâîä S , ýòàëîí S0¿:

BiLingual Evaluation Understudy:

BLEU = min
(︁
1, Σlen(S)

Σlen(S0)

)︁
mean
(S0,S)

(︁ 4∏︀
n=1

#n-грамм из S , входящих в S0
#n-грамм в S

)︁ 1
4

Word Error Rate:

WER = mean
(S0,S)

(︁
#вставок + #удалений + #замен

len(S)

)︁
Vaswani et al. (Google) Attention is all you need. 2017.
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Матричные разложения
Векторные представления графов и текстов
Трансформеры и большие языковые модели

Модель внимания и трансформер
Трасформер-кодировщик BERT
Трасформер-декодировщик GPT

BERT (Bidirectional Encoder Representations from Transformers)

Òðàíñôîðìåð BERT � ýòî êîäèðîâùèê áåç äåêîäèðîâùèêà,
ïðåäîáó÷àåìûé íà áîëüøîé òåêñòîâîé êîëëåêöèè äëÿ ðåøåíèÿ
øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ àâòîìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè òåêñòà

Схема преобразования данных в задачах NLP:

S = (w1, . . . ,wn) � òîêåíû ïðåäëîæåíèÿ âõîäíîãî òåêñòà
↓ îáó÷åíèå ýìáåäèíãîâ âìåñòå ñ òðàíñôîðìåðîì

X = (x1, . . . , xn) � ýìáåäèíãè òîêåíîâ âõîäíîãî ïðåäëîæåíèÿ
↓ òðàíñôîðìåð êîäèðîâùèêà

Z = (z1, . . . , zn) � òðàíñôîðìèðîâàííûå ýìáåäèíãè
↓ äîîáó÷åíèå íà êîíêðåòíóþ çàäà÷ó

Y � âûõîäíîé òåêñò / ðàçìåòêà / êëàññèôèêàöèÿ è ò.ï.

Jacob Devlin, Ming-Wei Chang, Kenton Lee, Kristina Toutanova (Google AI Language)
BERT: pre-training of deep bidirectional transformers for language understanding. 2019.
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Модель внимания и трансформер
Трасформер-кодировщик BERT
Трасформер-декодировщик GPT

Критерий MLM (masked language modeling) для обучения BERT

Критерий ìàñêèðîâàííîãî ÿçûêîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ MLM,
ñòðîèòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ïî òåêñòàì (self-supervised learning):∑︁

S

∑︁
i∈M(S)

ln p(wi |i , S ,W ) → max
W

,

ãäå M(S) � ïîäìíîæåñòâî (15%) ìàñêèðîâàííûõ òîêåíîâ èç S ,

p(w |i , S ,W ) = SoftMax
w∈V

(Wzzi (S ,WT ) + bz)

� ÿçûêîâàÿ ìîäåëü, ïðåäñêàçûâàþùàÿ i-é òîêåí ïðåäëîæåíèÿ S ;

zi (S ,WT ) � êîíòåêñòíûé ýìáåäèíã i-ãî òîêåíà ïðåäëîæåíèÿ S
íà âûõîäå òðàíñôîðìåðà-êîäèðîâùèêà ñ ïàðàìåòðàìè WT ;

W = (WT ,Wz , bz) � âñå ïàðàìåòðû ÿçûêîâîé ìîäåëè

Jacob Devlin, Ming-Wei Chang, Kenton Lee, Kristina Toutanova (Google AI Language)
BERT: pre-training of deep bidirectional transformers for language understanding. 2019.
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Модель внимания и трансформер
Трасформер-кодировщик BERT
Трасформер-декодировщик GPT

Критерий NSP (next sentence prediction) для обучения BERT

Критерий ïðåäñêàçàíèÿ ñâÿçè ìåæäó ïðåäëîæåíèÿìè NSP,
ñòðîèòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ïî òåêñòàì (self-supervised learning):∑︁

(S ,S ′)

ln p
(︀
ySS ′ |S , S ′,W

)︀
→ max

W
,

ãäå ySS ′ = [çà S ñëåäóåò S ′] � êëàññèôèêàöèÿ ïàðû ïðåäëîæåíèé,

p(y |S , S ′,W ) = SoftMax
y∈{0,1}

(︀
Wy th(Wsz0(S , S

′,WT ) + bs) + by
)︀

� âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü áèíàðíîé êëàññèôèêàöèè ïàð (S , S ′),
z0(S , S

′,WT ) � êîíòåêñòíûé ýìáåäèíã òîêåíà ⟨CLS⟩ äëÿ ïàðû
ïðåäëîæåíèé, çàïèñàííîé â âèäå ⟨CLS⟩ S ⟨SEP⟩ S ′ ⟨SEP⟩

Jacob Devlin, Ming-Wei Chang, Kenton Lee, Kristina Toutanova (Google AI Language)
BERT: pre-training of deep bidirectional transformers for language understanding. 2019.

К.В. Воронцов (k.v.vorontsov@phystech.edu) ВвМО: обучаемая векторизация данных 34 / 41



Матричные разложения
Векторные представления графов и текстов
Трансформеры и большие языковые модели

Модель внимания и трансформер
Трасформер-кодировщик BERT
Трасформер-декодировщик GPT

Ещё несколько замечаний про трансформеры

Fine-tuning: äëÿ äîîáó÷åíèÿ íà çàäà÷å çàäà¼òñÿ ìîäåëü
f (Z (S ,WT ),Wf ), âûáîðêà {S} è êðèòåðèé L (S , f ) → max

Multi-task learning: äëÿ äîîáó÷åíèÿ íà íàáîðå çàäà÷ {t}
çàäàþòñÿ ìîäåëè ft(Z (S ,WT ),Wt), âûáîðêè {S}t è
ñóììà êðèòåðèåâ

∑︀
t 𝜆t

∑︀
S Lt(S , ft) → max

GLUE, SuperGLUE, Russian SuperGLUE, MERA, SLAVA �
íàáîðû òåñòîâûõ çàäà÷ íà ïîíèìàíèå è ãåíåðàöèþ ÿçûêà

Òðàíñôîðìåðû îáû÷íî ñòðîÿòñÿ íå íà ñëîâàõ, à íà òîêåíàõ,
ïîëó÷àåìûõ BPE (Byte-Pair Encoding) èëè WordPiece

Ïåðâûé òðàíñôîðìåð: N = 6, d = 512, J = 8, âåñîâ 65M

BERTBASE, GPT1: N = 12, d = 768, J = 12, âåñîâ 110M

BERTLARGE: N = 24, d = 1024, J = 16, âåñîâ 340M
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Модель внимания и трансформер
Трасформер-кодировщик BERT
Трасформер-декодировщик GPT

Генеративный предобученный трансформер (GPT, Open AI)

Generative pre-trained transformer:
� àðõèòåêòóðà äåêîäèðîâùèêà îñòà¼òñÿ
(îòëè÷èÿ íåïðèíöèïèàëüíû)
� ðàçìåð ìîäåëåé èìååò çíà÷åíèå:

A.Radford et al. Improving language understanding by generative pre-training. 2018
A.Radford et al. Language models are unsupervised multitask learners. 2019 (GPT-2)
T.B.Brown et al. Language models are few-shot learners. 2020 (GPT-3)
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Модель внимания и трансформер
Трасформер-кодировщик BERT
Трасформер-декодировщик GPT

Эмерджентность — появление качественно новых способностей

Âïåðâûå çà 70 ëåò èñòîðèè AI/ML ìîäåëü âûó÷èëà íàìíîãî
áîëüøå òîãî, ÷åìó å¼, êàçàëîñü áû, ó÷èëè (MLM, NSP)

Почему? ×åëîâå÷åñêèé ÿçûê ÿâëÿåòñÿ êîììóíèêàòèâíûì
èíñòðóìåíòîì äëÿ ðåøåíèÿ ëþáûõ çàäà÷ â ðåàëüíîì ìèðå

GPT-2: 14/Feb/2019, êîíòåêñò 768 ñëîâ (1,5 ñòðàíèöû)

1,5 ìëðä. ïàðàìåòðîâ, êîðïóñ 10 ìëðä. òîêåíîâ (40Gb)

ãåíåðàöèÿ ëèòåðàòóðíîãî ýññå, êîòîðîå êîíêóðñíîå æþðè
íå ñìîãëî îòëè÷èòü îò íàïèñàííîãî ÷åëîâåêîì
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Модель внимания и трансформер
Трасформер-кодировщик BERT
Трасформер-декодировщик GPT

Эмерджентность — появление качественно новых способностей

GPT-3: 11/Jun/2020, êîíòåêñò 1536 ñëîâ (3 ñòðàíèöû)

175 ìëðä. ïàðàìåòðîâ, êîðïóñ 500 ìëðä. òîêåíîâ

ïåðåâîäû íà äðóãèå ÿçûêè

ðåøåíèå ïðîñòûõ ëîãè÷åñêèõ è ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷

ãåíåðàöèÿ ïðîãðàììíîãî êîäà ïî îïèñàíèþ òðåáîâàíèé
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Модель внимания и трансформер
Трасформер-кодировщик BERT
Трасформер-декодировщик GPT

Эмерджентность — появление качественно новых способностей

GPT-4: 14/Mar/2023, êîíòåêñò 24 000 ñëîâ (48 ñòðàíèö)

>1 òðë. ïàðàìåòðîâ, êîðïóñ >1Tb

èñïðàâëåíèå îøèáêè ïî ïîäñêàçêå ¾let's think step by step¿

îïèñàíèå è àíàëèç èçîáðàæåíèé

ðåøåíèå êà÷åñòâåííûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ ïî êàðòèíêå
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Модель внимания и трансформер
Трасформер-кодировщик BERT
Трасформер-декодировщик GPT

GPT-4: проблески общего искусственного интеллекта

Íîâûå ñïîñîáíîñòè ìîäåëè, íå çàêëàäûâàâøèåñÿ ïðè îáó÷åíèè:

îáúÿñíÿòü ñâîè îòâåòû, ïåðåôðàçèðîâàòü

ðåôåðèðîâàòü, ãåíåðèðîâàòü ïëàíû, ñöåíàðèè, øàáëîíû

ïåðåâîäèòü íà äðóãèå ÿçûêè, ñòðîèòü àíàëîãèè,
ìåíÿòü òîíàëüíîñòü, ñòèëü, ãëóáèíó èçëîæåíèÿ

ãåíåðèðîâàòü ïðîãðàììíûé êîä íà ðàçëè÷íûõ ÿçûêàõ

ðåøàòü ëîãè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è

èñêàòü è èñïðàâëÿòü ñîáñòâåííûå îøèáêè ïî ïîäñêàçêå
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Резюме

Îáó÷àåìàÿ âåêòîðèçàöèÿ ñëîæíî ñòðóêòóðèðîâàííûõ
äàííûõ � îäíà èç âàæíåéøèõ êîíöåïöèé ML/DL

Ïðåäñòàâëåíèå òåêñòà â âèäå ãðàôà (ñèñòåìû ëîêàëüíûõ
êîíòåêñòîâ ñëîâ) ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î ñìûñëàõ ñëîâ

Ýìáåäèíãè ãðàôîâ îáîáùàþò ìíîãèå çàäà÷è âåêòîðèçàöèè
òåêñòîâ, äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ, èçîáðàæåíèé è äð.

Äîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü âíèìàíèÿ multi-head self-attention
(MHSA) ýêâèâàëåíòíà ñâ¼ðòî÷íîé ñåòè [Cordonnier, 2020]

Открытые проблемы

Âîçìîæíî ëè óïðîñòèòü àðõèòåêòóðó Òðàíñôîðìåðà,
ñèëüíî ñîêðàòèâ ÷èñëî ïàðàìåòðîâ áåç ïîòåðè êà÷åñòâà?

Âîçìîæíî ëè èçâëå÷ü èç Òðàíñôîðìåðà ïîíÿòíûå ëþäÿì
õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàííûå çíàíèÿ î ÿçûêå è î ìèðå?

Xipeng Qiu et al. Pre-trained models for natural language processing: A survey. 2020.

Cordonnier et al. Оn the relationship between self-attention and convolutional layers. 2020
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