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Íåôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè

Äàíî:
X � ïðîñòðàíñòâî îáúåêòîâ;
X ℓ =

{
x1, . . . , xℓ

}
� îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;

ρ : X × X → [0,∞) � ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè.

Íàéòè:
Y � ìíîæåñòâî êëàñòåðîâ,
a : X → Y � àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè,
òàêèå, ÷òî:
� êàæäûé êëàñòåð ñîñòîèò èç áëèçêèõ îáúåêòîâ;
� îáúåêòû ðàçíûõ êëàñòåðîâ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû.

Ýòî çàäà÷à îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ (unsupervised learning).

Êðèòåðèé?

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov@phystech.edu) ÌÌÌÎ: êëàñòåðèçàöèÿ è ÷àñòè÷íîå îáó÷åíèå 3 / 48



Çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè è ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ
Àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè

×àñòè÷íîå îáó÷åíèå íà îñíîâå êëàññèôèêàöèè

Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè
Çàäà÷à ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ
Êðèòåðèè êà÷åñòâà êëàñòåðèçàöèè

Íåêîððåêòíîñòü çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè

Ðåøåíèå çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè ïðèíöèïèàëüíî íåîäíîçíà÷íî:

òî÷íîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè íåò;

ñóùåñòâóåò ìíîãî êðèòåðèåâ êà÷åñòâà êëàñòåðèçàöèè;

ñóùåñòâóåò ìíîãî ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ êëàñòåðèçàöèè;

÷èñëî êëàñòåðîâ |Y |, êàê ïðàâèëî, çàðàíåå íå èçâåñòíî;
ðåçóëüòàò êëàñòåðèçàöèè ñèëüíî çàâèñèò îò ìåòðèêè ρ,
âûáîð êîòîðîé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòèêîé.

Ïðèìåð: ñêîëüêî çäåñü êëàñòåðîâ?
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Öåëè êëàñòåðèçàöèè

Óïðîñòèòü äàëüíåéøóþ îáðàáîòêó äàííûõ,
ðàçáèòü âûáîðêó X ℓ íà ïîäâûáîðêè ñõîæèõ îáúåêòîâ,
äàëåå ðàáîòàòü ñ íèìè ïî ïðèíöèïó ¾ðàçäåëÿé è âëàñòâóé¿
(â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè, ðåãðåññèè, ïðîãíîçèðîâàíèÿ)

Ñîêðàòèòü îáú¼ì õðàíèìûõ äàííûõ,
îñòàâèâ ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ îò êàæäîãî êëàñòåðà,
ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíî ïðåäñòàâèòåëüíóþ ïîäâûáîðêó

Âûäåëèòü íåòèïè÷íûå îáúåêòû,
êîòîðûå íå ïîäõîäÿò íè ê îäíîìó èç êëàñòåðîâ
(âûäåëåíèå àíîìàëèé, îäíîêëàññîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ)

Ïîñòðîèòü èåðàðõèþ ìíîæåñòâà îáúåêòîâ,
ïðèìåð � êëàññèôèêàöèÿ æèâîòíûõ è ðàñòåíèé Ê.Ëèííåÿ
(çàäà÷è òàêñîíîìèè, èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè)
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Òèïû êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð

êëàñòåðû ñ öåíòðàìè

âíóòðèêëàñòåðíûå ðàññòîÿíèÿ
ìåíüøå ìåæêëàñòåðíûõ

ëåíòî÷íûå êëàñòåðû
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Òèïû êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð

ïåðåìû÷êè ìåæäó êëàñòåðàìè

ðàçðåæåííûé ôîí
èç íåòèïè÷íûõ îáúåêòîâ

ïåðåêðûâàþùèåñÿ êëàñòåðû
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Òèïû êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð

êëàñòåðû ìîãóò âîîáùå îòñóòñòâîâàòü

à ýòî âîîáùå íå êëàñòåðû
è íà ïðàêòèêå òàêîå íå âñòðå÷àåòñÿ

Êàæäûé ìåòîä êëàñòåðèçàöèè èìååò ñâîè îãðàíè÷åíèÿ
è âûäåëÿåò êëàñòåðû ëèøü íåêîòîðûõ òèïîâ.

Ïîíÿòèå ¾òèï êëàñòåðíîé ñòðóêòóðû¿ çàâèñèò îò ìåòîäà
è òàêæå íå èìååò ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ.
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Ïðîáëåìà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê âûáîðó ìåòðèêè

Ðåçóëüòàò çàâèñèò îò íîðìèðîâêè ïðèçíàêîâ:

À � ñòóäåíòêè,
B � ñòóäåíòû

ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè
(ñæàëè îñü ¾âåñ¿ âäâîå)
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ (SSL)

Äàíî:
ìíîæåñòâî îáúåêòîâ X , ìíîæåñòâî êëàññîâ Y ;
X k =

{
x1, . . . , xk

}
� ðàçìå÷åííûå îáúåêòû (labeled data);{

y1, . . . , yk
}

U =
{
xk+1, . . . , xℓ

}
� íåðàçìå÷åííûå îáúåêòû (unlabeled data).

Íàéòè: (äâà âàðèàíòà ïîñòàíîâêè çàäà÷è)

àëãîðèòì êëàññèôèêàöèè a : X → Y
� çàäà÷à ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ (semi-supervised learning)

ìåòêè
{
ak+1, . . . , aℓ

}
îáúåêòîâ

{
xk+1, . . . , xℓ

}
� çàäà÷à òðàíñäóêòèâíîãî îáó÷åíèÿ (transductive learning)

Òèïè÷íûå ïðèëîæåíèÿ:
êëàññèôèêàöèÿ è êàòàëîãèçàöèÿ òåêñòîâ, èçîáðàæåíèé, è ò. ï.
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SSL íå ñâîäèòñÿ ê êëàññèôèêàöèè

Ïðèìåð 1. ïëîòíîñòè êëàññîâ, âîññòàíîâëåííûå:

ïî ðàçìå÷åííûì äàííûì X k ïî ïîëíûì äàííûì X ℓ
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SSL íå ñâîäèòñÿ ê êëàññèôèêàöèè

Ïðèìåð 2. Ìåòîäû êëàññèôèêàöèè íå ó÷èòûâàþò êëàñòåðíóþ
ñòðóêòóðó íåðàçìå÷åííûõ äàííûõ
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Îäíàêî è ê êëàñòåðèçàöèè SSL òàêæå íå ñâîäèòñÿ

Ïðèìåð 3. Ìåòîäû êëàñòåðèçàöèè íå ó÷èòûâàþò
ïðèîðèòåòíîñòü ðàçìåòêè íàä êëàñòåðíîé ñòðóêòóðîé.
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Êà÷åñòâî êëàñòåðèçàöèè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü èçâåñòíû òîëüêî ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè.
ai = a(xi ) � êëàñòåðèçàöèÿ îáúåêòà xi

Ñðåäíåå âíóòðèêëàñòåðíîå ðàññòîÿíèå:

F0 =

∑
i<j

[ai = aj ] ρ(xi , xj)∑
i<j

[ai = aj ]
→ min .

Ñðåäíåå ìåæêëàñòåðíîå ðàññòîÿíèå:

F1 =

∑
i<j

[ai ̸= aj ] ρ(xi , xj)∑
i<j

[ai ̸= aj ]
→ max .

Îòíîøåíèå ïàðû ôóíêöèîíàëîâ: F0/F1 → min.
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Êà÷åñòâî êëàñòåðèçàöèè â ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü îáúåêòû xi çàäàþòñÿ âåêòîðàìè
(
f1(xi ), . . . , fn(xi )

)
.

Ñóììà ñðåäíèõ âíóòðèêëàñòåðíûõ ðàññòîÿíèé:

Φ0 =
∑
a∈Y

1

|Xa|
∑
xi∈Xa

ρ(xi , µa) → min,

Xa = {xi ∈ X ℓ | ai = a} � êëàñòåð a,
µa =

1
|Xa|

∑
xi∈Xa

xi � öåíòð ìàññ êëàñòåðà a.

Ñóììà ìåæêëàñòåðíûõ ðàññòîÿíèé:

Φ1 =
∑

a,b∈Y
ρ(µa, µb) → max .

Îòíîøåíèå ïàðû ôóíêöèîíàëîâ: Φ0/Φ1 → min.
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Êîýôôèöèåíò ñèëóýòà (àíàëèç îøèáîê êëàñòåðèçàöèè)

Ðàñïðåäåëåíèå êà÷åñòâà êëàñòåðèçàöèè ïî îáúåêòàì/êëàñòåðàì

Ñð.ðàññòîÿíèå äî îáúåêòîâ ñâîåãî êëàñòåðà:

ri =
1

|Xai | − 1

∑
x∈Xai

\xi

ρ(x , xi )

Ìèí. ñð.ðàññòîÿíèå äî ÷óæîãî êëàñòåðà:

Ri = min
a∈Y \ai

1

|Xa|
∑
x∈Xa

ρ(x , xi )

Êîýôôèöèåíò ñèëóýòà îáúåêòà: s(i) = Ri−ri
max(Ri ,ri )

∈ [−1,+1]

Peter J. Rousseeuw. Silhouettes: a graphical aid to the interpretation and

validation of cluster analysis. 1987.
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Òî÷íîñòü è ïîëíîòà êëàñòåðèçàöèè â ñðàâíåíèè ñ ýòàëîíîì

yi ∈ Y0 � ýòàëîííàÿ êëàññèôèêàöèÿ îáúåêòîâ, i = 1, . . . , ℓ
Ïðîáëåìà: ìîùíîñòè |Y0| è |Y | ìîãóò íå ñîâïàäàòü

Pi =
{
k : ak = ai

}
� êëàñòåð îáúåêòà xi

Qi =
{
k : yk = yi

}
� ýòàëîííûé êëàññ îáúåêòà xi

BCubed-ìåðû òî÷íîñòè è ïîëíîòû êëàñòåðèçàöèè:

Precision =
1

ℓ

ℓ∑
i=1

|Pi ∩ Qi |
|Pi |

� ñðåäíÿÿ òî÷íîñòü

Recall =
1

ℓ

ℓ∑
i=1

|Pi ∩ Qi |
|Qi |

� ñðåäíÿÿ ïîëíîòà

F1 =
1

ℓ

ℓ∑
i=1

2|Pi ∩ Qi |
|Pi |+ |Qi |

� ñðåäíÿÿ F1-ìåðà

E.Amigo, J.Gonzalo, J.Artiles, F.Verdejo. A comparison of extrinsic clustering

evaluation metrics based on formal constraints. 2009.
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Ìåòîä K -ñðåäíèõ
Àëãîðèòì DBSCAN
Èåðàðõè÷åñêèå ìåòîäû

Ìåòîä êëàñòåðèçàöèè K -ñðåäíèõ (K -means): ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äàíî: X ℓ = {x1, . . . , xℓ} � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, xi ∈ Rn

Íàéòè:
� öåíòðû êëàñòåðîâ � ïàðàìåòðû µa ∈ Rn, a = 1, . . . ,K
� êàêîìó êëàñòåðó ïðèíàäëåæèò êàæäûé îáúåêò ai ∈ {1, . . . ,K}

Êðèòåðèé: ìèíèìóì ñóììû
âíóòðèêëàñòåðíûõ ðàññòîÿíèé

ℓ∑
i=1

∥xi − µai∥
2 → min

{ai}, {µa}

Ìåòðèêà, êàê ïðàâèëî, åâêëèäîâà
(íî ìîæåò áûòü è äðóãàÿ):

∥x − µa∥2 =
n∑

d=1

(
fd(x)− µad

)2
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Ìåòîä K -ñðåäíèõ: àëãîðèòì Ëëîéäà

Ìèíèìèçàöèÿ ñóììû êâàäðàòîâ âíóòðèêëàñòåðíûõ ðàññòîÿíèé:
ℓ∑

i=1

∥xi − µai∥
2 → min

{ai}, {µa}
, ∥xi − µa∥2 =

n∑
j=1

(
fj(xi )− µaj

)2
Àëãîðèòì Ëëîéäà

âõîä: X ℓ, K = |Y |; âûõîä: öåíòðû êëàñòåðîâ µa, a ∈ Y ;
µa := íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå öåíòðîâ, äëÿ âñåõ a ∈ Y ;
ïîâòîðÿòü

îòíåñòè êàæäûé xi ê áëèæàéøåìó öåíòðó:
ai := argmin

a∈Y
∥xi − µa∥, i = 1, . . . , ℓ;

âû÷èñëèòü íîâûå ïîëîæåíèÿ öåíòðîâ:

µa :=

∑ℓ
i=1[ai = a]xi∑ℓ
i=1[ai = a]

, a ∈ Y ;

ïîêà ai íå ïåðåñòàíóò èçìåíÿòüñÿ;
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Ìåòîä K -ñðåäíèõ äëÿ ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ

Ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà Ëëîéäà
ïðè íàëè÷èè ðàçìå÷åííûõ îáúåêòîâ {x1, . . . , xk}

âõîä: X ℓ, K = |Y |;
âûõîä: öåíòðû êëàñòåðîâ µa, a ∈ Y ;

µa := íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå öåíòðîâ, äëÿ âñåõ a ∈ Y ;
ïîâòîðÿòü

îòíåñòè êàæäûé xi ∈ U ê áëèæàéøåìó öåíòðó:
ai := argmin

a∈Y
∥xi − µa∥, i = k + 1, . . . , ℓ;

âû÷èñëèòü íîâûå ïîëîæåíèÿ öåíòðîâ:

µa :=

∑ℓ
i=1[ai = a]xi∑ℓ
i=1[ai = a]

, a ∈ Y ;

ïîêà ai íå ïåðåñòàíóò èçìåíÿòüñÿ;
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Ìåòîä K -ñðåäíèõ � óïðîùåíèå EM-àëãîðèòìà äëÿ GMM

ÅÌ-àëãîðèòì: ìàêñèìèçàöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ðàçäåëåíèÿ
ñìåñè ãàóññèàí (GMM, Gaussian Mixture Model)

íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå wa, µa, Σa äëÿ âñåõ a ∈ Y ;
ïîâòîðÿòü

E-øàã: îòíåñòè êàæäûé xi ê áëèæàéøèì öåíòðàì:

gia := P(a|xi ) ≡
wapa(xi )∑
y wypy (xi )

, a ∈ Y , i = 1, . . . , ℓ;

ai := argmax
a∈Y

gia, i = 1, . . . , ℓ;

M-øàã: âû÷èñëèòü íîâûå ïîëîæåíèÿ öåíòðîâ:
wa :=

1
ℓ

∑ℓ
i=1 gia, a ∈ Y ;

µad := 1
ℓwa

∑ℓ
i=1 giafd(xi ), a ∈ Y , d = 1, . . . , n;

σ2ad := 1
ℓwa

∑ℓ
i=1 gia(fd(xi )− µad)

2, a ∈ Y , d = 1, . . . , n;

ïîêà ai íå ïåðåñòàíóò èçìåíÿòüñÿ;
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Ñðàâíåíèå ÅÌ-àëãîðèòìà äëÿ GMM è ìåòîäà k-ñðåäíèõ

Îñíîâíûå îòëè÷èÿ GMM-EM è k-means:

GMM-EM: ìÿãêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ: gia = P(a|xi )
k-means: æ¼ñòêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ: gia = [ai = a]

GMM-EM: êëàñòåðû ýëëèïòè÷åñêèå, íàñòðàèâàåìûå
k-means: êëàñòåðû ñôåðè÷åñêèå, íå íàñòðàèâàåìûå

Ãèáðèäû (óïðîùåíèå GMM-ÅÌ � óñëîæíåíèå k-means):

GMM-EM ñ æ¼ñòêîé êëàñòåðèçàöèåé íà Å-øàãå

GMM-EM áåç íàñòðîéêè äèñïåðñèé (ñôåðè÷åñêèå ãàóññèàíû)

Íåäîñòàòêè k-means:

÷óâñòâèòåëüíîñòü ê âûáîðó íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

ìåäëåííàÿ ñõîäèìîñòü (ïîëüçóéòåñü k-means++)
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Ïðèìåðû íåóäà÷íîé êëàñòåðèçàöèè k-means

Ïðè÷èíà � íåóäà÷íîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå èëè
ôîðìà êëàñòåðîâ, ñóùåñòâåííî îòëè÷íàÿ îò ñôåðè÷åñêîé

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov@phystech.edu) ÌÌÌÎ: êëàñòåðèçàöèÿ è ÷àñòè÷íîå îáó÷åíèå 23 / 48



Çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè è ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ
Àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè

×àñòè÷íîå îáó÷åíèå íà îñíîâå êëàññèôèêàöèè

Ìåòîä K -ñðåäíèõ
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Àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè DBSCAN
(Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise)

Îáúåêò x ∈ U, åãî ε-îêðåñòíîñòü Uε(x) =
{
u ∈ U : ρ(x , u) ⩽ ε

}
Êàæäûé îáúåêò ìîæåò áûòü îäíîãî èç òð¼õ òèïîâ:

êîðíåâîé: èìåþùèé ïëîòíóþ îêðåñòíîñòü, |Uε(x)| ⩾ m

ãðàíè÷íûé: íå êîðíåâîé, íî â îêðåñòíîñòè êîðíåâîãî

øóìîâîé (âûáðîñ): íå êîðíåâîé è íå ãðàíè÷íûé

Ester, Kriegel, Sander, Xu. A density-based algorithm for discovering clusters

in large spatial databases with noise. KDD-1996.
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Àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè DBSCAN

âõîä: âûáîðêà X ℓ = {x1, . . . , xℓ}; ïàðàìåòðû ε è m;
âûõîä: ðàçáèåíèå âûáîðêè íà êëàñòåðû è øóìîâûå âûáðîñû;
U := X ℓ � íåïîìå÷åííûå; a := 0;
ïîêà â âûáîðêå åñòü íåïîìå÷åííûå òî÷êè, U ̸= ∅:

âçÿòü ñëó÷àéíóþ òî÷êó x ∈ U;
åñëè |Uε(x)| < m òî

ïîìåòèòü x êàê, âîçìîæíî, øóìîâîé;
èíà÷å

ñîçäàòü íîâûé êëàñòåð: K := Uε(x); a := a+ 1;
äëÿ âñåõ x ′ ∈ K , íå ïîìå÷åííûõ èëè øóìîâûõ

åñëè |Uε(x
′)| ⩾ m òî K := K ∪ Uε(x

′) ;
èíà÷å ïîìåòèòü x ′ êàê ãðàíè÷íûé êëàñòåðà K ;

ai := a äëÿ âñåõ xi ∈ K ;
U := U \ K ;
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Ïðåèìóùåñòâà àëãîðèòìà DBSCAN

áûñòðàÿ êëàñòåðèçàöèÿ áîëüøèõ äàííûõ:
O(ℓ2) â õóäøåì ñëó÷àå,
O(ℓ ln ℓ) ïðè ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè Uε(x);

êëàñòåðû ïðîèçâîëüíîé ôîðìû (äîëîé öåíòðû!);

äåëåíèå îáúåêòîâ íà êîðíåâûå, ãðàíè÷íûå, øóìîâûå.
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Àãëîìåðàòèâíàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ

Àëãîðèòì èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè (Ëàíñ, Óèëüÿìñ, 1967):
èòåðàòèâíûé ïåðåñ÷¼ò ðàññòîÿíèé RUV ìåæäó êëàñòåðàìè U,V .

C1 :=
{
{x1}, . . . , {xℓ}

}
� âñå êëàñòåðû 1-ýëåìåíòíûå;

R{xi}{xj} := ρ(xi , xj) � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè;

äëÿ âñåõ t = 2, . . . , ℓ (t � íîìåð èòåðàöèè):
íàéòè â Ct−1 ïàðó êëàñòåðîâ (U,V ) ñ ìèíèìàëüíûì RUV ;
ñëèòü èõ â îäèí êëàñòåð:
W := U ∪ V ;
Ct := Ct−1 ∪ {W } \ {U,V };
äëÿ âñåõ S ∈ Ct

âû÷èñëèòü RWS ïî ôîðìóëå Ëàíñà-Óèëüÿìñà:
RWS := αURUS + αVRVS + βRUV + γ

∣∣RUS − RVS

∣∣;
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Àëãîðèòì Ëàíñà-Óèëüÿìñà äëÿ ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ

Àëãîðèòì èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè (Ëàíñ, Óèëüÿìñ, 1967):
èòåðàòèâíûé ïåðåñ÷¼ò ðàññòîÿíèé RUV ìåæäó êëàñòåðàìè U,V .

C1 :=
{
{x1}, . . . , {xℓ}

}
� âñå êëàñòåðû 1-ýëåìåíòíûå;

R{xi}{xj} := ρ(xi , xj) � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè;

äëÿ âñåõ t = 2, . . . , ℓ (t � íîìåð èòåðàöèè):
íàéòè â Ct−1 ïàðó êëàñòåðîâ (U,V ) ñ ìèíèìàëüíûì RUV ,
ïðè óñëîâèè, ÷òî â U ∪ V íåò îáúåêòîâ ñ ðàçíûìè ìåòêàìè;
ñëèòü èõ â îäèí êëàñòåð:
W := U ∪ V ;
Ct := Ct−1 ∪ {W } \ {U,V };
äëÿ âñåõ S ∈ Ct

âû÷èñëèòü RWS ïî ôîðìóëå Ëàíñà-Óèëüÿìñà:
RWS := αURUS + αVRVS + βRUV + γ

∣∣RUS − RVS

∣∣;
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×àñòíûå ñëó÷àè ôîðìóëû Ëàíñà-Óèëüÿìñà

1. Ðàññòîÿíèå áëèæíåãî ñîñåäà:

Rá
WS = min

w∈W ,s∈S
ρ(w , s);

αU = αV = 1
2
, β = 0, γ = −1

2
.

2. Ðàññòîÿíèå äàëüíåãî ñîñåäà:

Rä
WS = max

w∈W ,s∈S
ρ(w , s);

αU = αV = 1
2
, β = 0, γ = 1

2
.

3. Ãðóïïîâîå ñðåäíåå ðàññòîÿíèå:

Rã
WS = 1

|W ||S |
∑

w∈W

∑
s∈S

ρ(w , s);

αU = |U|
|W | , αV = |V |

|W | , β = γ = 0.
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Ìåòîä K -ñðåäíèõ
Àëãîðèòì DBSCAN
Èåðàðõè÷åñêèå ìåòîäû

×àñòíûå ñëó÷àè ôîðìóëû Ëàíñà-Óèëüÿìñà

4. Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè:

Rö
WS = ρ2

( ∑
w∈W

w
|W | ,

∑
s∈S

s
|S |

)
;

αU = |U|
|W | , αV = |V |

|W | ,

β = −αUαV , γ = 0.

5. Ðàññòîÿíèå Óîðäà:

Ró
WS = |S ||W |

|S |+|W | ρ
2
( ∑
w∈W

w
|W | ,

∑
s∈S

s
|S |

)
;

αU = |S |+|U|
|S |+|W | , αV = |S |+|V |

|S |+|W | , β = −|S |
|S |+|W | , γ = 0.

Ïðîáëåìà âûáîðà

Êàêàÿ ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ëó÷øå?
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Âèçóàëèçàöèÿ êëàñòåðíîé ñòðóêòóðû

1. Ðàññòîÿíèå áëèæíåãî ñîñåäà:

Äèàãðàììà âëîæåíèÿ Äåíäðîãðàììà
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Âèçóàëèçàöèÿ êëàñòåðíîé ñòðóêòóðû

2. Ðàññòîÿíèå äàëüíåãî ñîñåäà:

Äèàãðàììà âëîæåíèÿ Äåíäðîãðàììà
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3. Ãðóïïîâîå ñðåäíåå ðàññòîÿíèå:

Äèàãðàììà âëîæåíèÿ Äåíäðîãðàììà
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5. Ðàññòîÿíèå Óîðäà:

Äèàãðàììà âëîæåíèÿ Äåíäðîãðàììà

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov@phystech.edu) ÌÌÌÎ: êëàñòåðèçàöèÿ è ÷àñòè÷íîå îáó÷åíèå 34 / 48



Çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè è ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ
Àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè

×àñòè÷íîå îáó÷åíèå íà îñíîâå êëàññèôèêàöèè

Ìåòîä K -ñðåäíèõ
Àëãîðèòì DBSCAN
Èåðàðõè÷åñêèå ìåòîäû

Äåíäðîãðàììà � âèçóàëèçàöèÿ èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè

Êëàñòåðû ãðóïïèðóþòñÿ âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé îñè

Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòêëàäûâàþòñÿ ðàññòîÿíèÿ Rt

Ðàññòîÿíèÿ âîçðàñòàþò, ëèíèè íèãäå íå ïåðåñåêàþòñÿ

Âåðõíèå óðîâíè ðàçëè÷èìû ëó÷øå, ÷åì íèæíèå

Óðîâåíü îòñå÷åíèÿ îïðåäåëÿåò ÷èñëî êëàñòåðîâ
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè

Ìîíîòîííîñòü: äåíäðîãðàììà íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé,
ïðè êàæäîì ñëèÿíèè ðàññòîÿíèå ìåæäó îáúåäèíÿåìûìè
êëàñòåðàìè òîëüêî óâåëè÷èâàåòñÿ: R2 ⩽ R3 ⩽ . . . ⩽ Rℓ.

Ðàñòÿãèâàþùåå ðàññòîÿíèå: ðàçíîñòè |Rt+1 − Rt | ðàñòóò
Ñæèìàþùåå ðàññòîÿíèå: ðàçíîñòè |Rt+1 −Rt | ñîêðàùàþòñÿ

Òåîðåìà (Ìèëëèãàí, 1979)

Êëàñòåðèçàöèÿ ìîíîòîííà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

αU ⩾ 0, αV ⩾ 0, αU + αV + β ⩾ 1, min{αU , αV }+ γ ⩾ 0.

Rö íå ìîíîòîííî; Rá, Rä, Rã, Ró � ìîíîòîííû.

Rá � ñæèìàþùåå; Rä, Ró � ðàñòÿãèâàþùèå;
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Ìåòîä K -ñðåäíèõ
Àëãîðèòì DBSCAN
Èåðàðõè÷åñêèå ìåòîäû

Ðåêîìåíäàöèè è âûâîäû

ðåêîìåíäóåòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ ðàññòîÿíèåì Óîðäà Ró;

îáû÷íî ñòðîÿò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ è âûáèðàþò ëó÷øèé
âèçóàëüíî ïî äåíäðîãðàììå;

îïðåäåëåíèå ÷èñëà êëàñòåðîâ � ïî ìàêñèìóìó |Rt+1 − Rt |,
òîãäà ðåçóëüòèðóþùåå ìíîæåñòâî êëàñòåðîâ := Ct .
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Îá¼ðòêè íàä ìåòîäàìè êëàññèôèêàöèè
Òðàíñäóêòèâíûé SVM
Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

Ìåòîä ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ self-training (1965-1970)

Ïóñòü µ : X k → a � ìåòîä îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàöèè;
êëàññèôèêàòîðû èìåþò âèä a(x) = argmax

y∈Y
Γy (x);

Ïñåâäîîòñòóï � ñòåïåíü óâåðåííîñòè êëàññèôèêàöèè ai = a(xi ):

Mi (a) = Γai (xi )− max
y∈Y \ai

Γy (xi ).

Àëãîðèòì self-training � îá¼ðòêà (wrapper) íàä ìåòîäîì µ:

Z := X k ;
ïîêà |Z | < ℓ

a := µ(Z );
∆ :=

{
xi ∈ U\Z

∣∣ Mi (a) ⩾ M0

}
;

ai := a(xi ) äëÿ âñåõ xi ∈ ∆;
Z := Z ∪∆;

M0 ìîæíî îïðåäåëÿòü, íàïðèìåð, èç óñëîâèÿ |∆| = 0.05 |U|

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov@phystech.edu) ÌÌÌÎ: êëàñòåðèçàöèÿ è ÷àñòè÷íîå îáó÷åíèå 38 / 48



Çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè è ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ
Àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè

×àñòè÷íîå îáó÷åíèå íà îñíîâå êëàññèôèêàöèè

Îá¼ðòêè íàä ìåòîäàìè êëàññèôèêàöèè
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Ìåòîä ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ co-training (Blum, Mitchell, 1998)

Ïóñòü µ1 : X
k → a1, µ2 : X

k → a2 � äâà ñóùåñòâåííî
ðàçëè÷íûõ ìåòîäà îáó÷åíèÿ, èñïîëüçóþùèõ
� ëèáî ðàçíûå íàáîðû ïðèçíàêîâ;
� ëèáî ðàçíûå ïàðàäèãìû îáó÷åíèÿ (inductive bias);
� ëèáî ðàçíûå èñòî÷íèêè äàííûõ X k1

1 , X k2
2 .

Z1 := X k1
1 ; Z2 := X k2

2 ;
ïîêà |Z1 ∪ Z2| < ℓ

a1 := µ1(Z1); ∆1 :=
{
xi ∈ U\Z1\Z2

∣∣ Mi (a1) ⩾ M01

}
;

ai := a1(xi ) äëÿ âñåõ xi ∈ ∆1;
Z2 := Z2 ∪∆1;

a2 := µ2(Z2); ∆2 :=
{
xi ∈ U\Z1\Z2

∣∣ Mi (a2) ⩾ M02

}
;

ai := a2(xi ) äëÿ âñåõ xi ∈ ∆2;
Z1 := Z1 ∪∆2;
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Ìåòîä ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ co-learning (deSa, 1993)

Ïóñòü µt : X
k → at � ðàçíûå ìåòîäû îáó÷åíèÿ, t = 1, . . . ,T .

Àëãîðèòì co-learning � ýòî self-training äëÿ êîìïîçèöèè �
ïðîñòîãî ãîëîñîâàíèÿ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ a1, . . . , aT :

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x), Γy (xi ) =
T∑
t=1

[
at(xi ) = y

]
.

òîãäà Mi (a) � ñòåïåíü óâåðåííîñòè êëàññèôèêàöèè a(xi ).

Z := X k ;
ïîêà |Z | < ℓ

a := µ(Z );
∆ :=

{
xi ∈ U\Z

∣∣ Mi (a) ⩾ M0

}
;

ai := a(xi ) äëÿ âñåõ xi ∈ ∆;
Z := Z ∪∆;
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Îáùèé îïòèìèçàöèîííûé ïîäõîä ê çàäà÷àì SSL

Äàíî:
X k =

{
x1, . . . , xk

}
� ðàçìå÷åííûå îáúåêòû (labeled data);{

y1, . . . , yk
}

U =
{
xk+1, . . . , xℓ

}
� íåðàçìå÷åííûå îáúåêòû (unlabeled data).

Íàéòè: ìîäåëü êëàññèôèêàöèè a(x ,w)

Êðèòåðèé îäíîâðåìåííîé êëàññèôèêàöèè è êëàñòåðèçàöèè:

k∑
i=1

L (a(xi ,w), yi )︸ ︷︷ ︸
êëàññèôèêàöèÿ

+ λ

ℓ∑
i=1

LU(a(xi ,w))︸ ︷︷ ︸
êëàñòåðèçàöèÿ

→ min
w

L (a, y) � ôóíêöèÿ ïîòåðü êëàññèôèêàöèè,
LU(a) � ôóíêöèÿ ïîòåðü äëÿ íåðàçìå÷åííûõ äàííûõ

Ñóòü SSL � ýòî îáùàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ w â äâóõ êðèòåðèÿõ
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Íàïîìèíàíèå: SVM äëÿ äâóõêëàññîâîé êëàññèôèêàöèè

Ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð íà äâà êëàññà Y = {−1, 1}:

a(x) = sign
(
⟨w , x⟩ − w0

)
, w , x ∈ Rn, w0 ∈ R.

Îòñòóï îáúåêòà xi :

Mi (w ,w0) =
(
⟨w , xi ⟩ − w0

)
yi .

Çàäà÷à îáó÷åíèÿ âåñîâ w ,w0 ïî ðàçìå÷åííîé âûáîðêå:

Q(w ,w0) =
k∑

i=1

(
1−Mi (w ,w0)

)
+
+

1

2C
∥w∥2 → min

w ,w0

.

Ôóíêöèÿ L (M) = (1−M)+ øòðàôóåò çà óìåíüøåíèå îòñòóïà.

Èäåÿ!
Ôóíêöèÿ LU(M) =

(
1− |M|

)
+
øòðàôóåò çà ïîïàäàíèå îáúåêòà

âíóòðü ðàçäåëÿþùåé ïîëîñû.
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Ôóíêöèÿ ïîòåðü äëÿ òðàíñäóêòèâíîãî SVM

Ôóíêöèÿ ïîòåðü L (M) =
(
1− |M|

)
+

øòðàôóåò çà ïîïàäàíèå îáúåêòà
âíóòðü ðàçäåëÿþùåé ïîëîñû.
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Ìåòîä ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ Transductive SVM

Îáó÷åíèå âåñîâ w ,w0 ïî ÷àñòè÷íî ðàçìå÷åííîé âûáîðêå:

Q(w ,w0) =
k∑

i=1

(
1−Mi (w ,w0)

)
+
+

1

2C
∥w∥2 +

+γ
ℓ∑

i=k+1

(
1− |Mi (w ,w0)|

)
+

→ min
w ,w0

.

Äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè TSVM:

⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕ êàê è â îáû÷íîì SVM, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÿäðà;

⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕ èìåþòñÿ ýôôåêòèâíûå ðåàëèçàöèè äëÿ áîëüøèõ äàííûõ;

⊖⊖⊖⊖⊖⊖⊖⊖⊖ çàäà÷à íåâûïóêëàÿ, ìåòîäû îïòèìèçàöèè ñëîæíåå;

⊖⊖⊖⊖⊖⊖⊖⊖⊖ ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî, åñëè íåò îáëàñòè ðàçðåæåííîñòè;

⊖⊖⊖⊖⊖⊖⊖⊖⊖ òðåáóåòñÿ íàñòðîéêà äâóõ ïàðàìåòðîâ C , γ;

Sindhwani, Keerthi. Large scale semisupervised linear SVMs. SIGIR 2006.
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Íàïîìèíàíèå: ìíîãîêëàññîâàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó êëàññîâ |Y |:

a(x) = argmax
y∈Y

⟨wy , x⟩, x ,wy ∈ Rn.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáúåêò xi îòíîñèòñÿ ê êëàññó y :

P(y |xi ,w) =
exp⟨wy , xi ⟩∑

c∈Y
exp⟨wc , xi ⟩

.

Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ðåãóëÿðèçîâàííîãî ïðàâäîïîäîáèÿ:

Q(w) =
k∑

i=1

logP(yi |xi ,w)− 1

2C

∑
y∈Y

∥wy∥2 → max
w

,

Îïòèìèçàöèÿ Q(w) � ìåòîäîì ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà,
ïî n|Y |-ìåðíîìó âåêòîðó ïàðàìåòðîâ w = (wy : y ∈ Y ).
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Ñîãëàñîâàíèå ìîäåëè íà ðàçìå÷åííûõ è íåðàçìå÷åííûõ äàííûõ

Òåïåðü ó÷ò¼ì íåðàçìå÷åííûå äàííûå U =
{
xk+1, . . . , xℓ

}
.

Ïóñòü bj(x) � áèíàðíûå ïðèçíàêè, j = 1, . . . ,m.

Îöåíèì âåðîÿòíîñòè P(y |bj(x) = 1) äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1) ýìïèðè÷åñêàÿ îöåíêà ïî ðàçìå÷åííûì äàííûì X k :

p̂j(y) =

∑k
i=1 bj(xi )

[
yi = y

]∑k
i=1 bj(xi )

;

2) îöåíêà ïî íåðàçìå÷åííûì äàííûì U è âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè:

pj(y |w) =

∑ℓ
i=k+1 bj(xi )P(y |xi ,w)∑ℓ

i=k+1 bj(xi )
.

Ìàêñèìèçèðóåì ïðàâäîïîäîáèå âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè pj(y |w),
ïðèáëèæàþùåé ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå p̂j(y).
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Ïîñòðîåíèå ðåãóëÿðèçàòîðà (XR, eXpectation Regularization)

Ëîãàðèôì ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè êëàññîâ ïî j-ìó ïðèçíàêó:

Lj(w) =
∑
y∈Y

p̂j(y) log pj(y |w) → max
w

.

Ðåãóëÿðèçàöèÿ êðèòåðèÿ Q(w) ñóììîé log-ïðàâäîïîäîáèé Lj(w)
ñ êîýôôèöèåíòîì ðåãóëÿðèçàöèè γ:

Q(w) + γ

m∑
j=1

Lj(w) =
k∑

i=1

logP(yi |xi ,w)− 1

2C

∑
y∈Y

∥wy∥2 +

+ γ

m∑
j=1

∑
y∈Y

p̂j(y) log

( ℓ∑
i=k+1

bj(xi )P(y |xi ,w)

)
→ max

w
.

Mann, McCallum. Simple, robust, scalable semi-supervised learning via

expectation regularization. ICML 2007.
Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov@phystech.edu) ÌÌÌÎ: êëàñòåðèçàöèÿ è ÷àñòè÷íîå îáó÷åíèå 47 / 48



Çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè è ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ
Àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè

×àñòè÷íîå îáó÷åíèå íà îñíîâå êëàññèôèêàöèè

Îá¼ðòêè íàä ìåòîäàìè êëàññèôèêàöèè
Òðàíñäóêòèâíûé SVM
Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

Îñîáåííîñòè ìåòîäà XR (eXpectation Regularization)

1 XR � ýòî SSL, íî ýòî âîîáùå íå êëàñòåðèçàöèÿ!

2 Îïòèìèçàöèÿ ìåòîäîì ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà.
3 Âîçìîæíûå âàðèàíòû çàäàíèÿ ïåðåìåííûõ bj :

bj(x) ≡ 1, òîãäà P(y |bj(x) = 1) � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü
êëàññà y (label regularization)
� ïîäõîäèò äëÿ çàäà÷ ñ íåñáàëàíñèðîâàííûìè êëàññàìè;
bj(x) =

[
òåðìèí j ñîäåðæèòñÿ â òåêñòå x

]
� ïîäõîäèò äëÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè òåêñòîâ.

4 ìåòîä ñëàáî ÷óâñòâèòåëåí ê âûáîðó C è γ,

5 óñòîé÷èâ ê ïîãðåøíîñòÿì îöåíèâàíèÿ p̂j(y),

6 íå òðåáóåò áîëüøîãî ÷èñëà ðàçìå÷åííûõ îáúåêòîâ k ,

7 õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ êàòåãîðèçàöèè òåêñòîâ.

Mann, McCallum. Simple, robust, scalable semi-supervised learning via

expectation regularization. ICML 2007.
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Ðåçþìå â êîíöå ëåêöèè

Êëàñòåðèçàöèÿ � ýòî îáó÷åíèå áåç ó÷èòåëÿ, íåêîððåêòíî
ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à, ñóùåñòâóåò ìíîãî îïòèìèçàöèîííûõ
è ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ êëàñòåðèçàöèè

DBSCAN � ïîïóëÿðíûé áûñòðûé àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè

Çàäà÷à SSL çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó
êëàññèôèêàöèåé è êëàñòåðèçàöèåé, íî íå ñâîäèòñÿ ê íèì

Ìåòîäû êëàñòåðèçàöèè ëåãêî àäàïòèðóþòñÿ ê SSL
ïóò¼ì ââåäåíèÿ îãðàíè÷åíèé (constrained clustering)

Àäàïòàöèÿ ìåòîäîâ êëàññèôèêàöèè ÷àùå ðåàëèçóåòñÿ
÷åðåç îïòèìèçàöèþ âçâåøåííîé ñóììû äâóõ êðèòåðèåâ

SSL � íå îáÿçàòåëüíî êëàñòåðèçàöèÿ (ïðèìåð � XR);
ñóòü SSL èìåííî â îáùåé ïàðàìåòðèçàöèè äâóõ êðèòåðèåâ,
ðàçëè÷íûõ íà ðàçìå÷åííûõ è íåðàçìå÷åííûõ äàííûõ
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